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Der  grossartige  Aufschwung,  welchen  die  Naturwisseascaaftcn 
in  unserer  Zeit  erfahren  haben,  ist,  wie  allgemein  anerkannt  wird, 
nicht  zum  kleinsten  Maasse  durch  die  Ausbildung  und  Verbreitung 
der  Unterrichtsmittel,  der  Experimentalvorlesungen .  Labora- 
torien u.  8.  w.,  bedingt.  Während  aber  durch  die  vorhandenen 
Einrichtungen  zwar  die  Kenntniss  des  gegenwärtigen  Inhaltes  der 
Wissenschaft  auf  das  erfolgreichste  vermittelt  wird ,  haben  hech- 
stehende und  weitblickende  Männer  wiederholt  auf  einen  Matgel 
hinweisen  müssen ,  welcher  der  gegenwärtigen  wissenschaftlichen 
Ausbildung  jüngerer  Kräfte  nur  zu  oft  anhaftet.  Es  ist  dies  das 
Fehlen  des  historischen  Sinnes  und  der  ^Mangel  an 
Kenntniss  jener  grossen  Arbeiten,  auf  welchen  das 
Gebäude  der  Wissenschaft  ruht. 

Diesem  Mangel  soll  durch  die  Herausgabe  der  Klassiker 
der  exakten  Wissen  Schäften  abgeholfen  werden.  In  handlicher 
Form  und  zu  billigem  Preise  sollen  die  grundlegenden  Abhandlun- 
gen der  gesammten  exakten  Wissenschaften  den  Kreisen  der  Lehren- 
den und  Lernenden  zugänglich  gemacht  werden.  Es  soll  dadurch 
ein  Unterrichtsmittel  beschallt  werden,  welches  das  Eindringer. 
in  die  Wissenschaft  gleichzeitig  belebt  und  vertieft.  Dasselbe  ist 
aber  auch  ein  Forsch ungs mittel  von  grosser  Bedeutung.  Denn 
in  jenen  grundlegenden  Schriften  ruhten  nicht  nur  die  Keime,  welche 
inzwischen  sich  entwickelt  und  Früchte  getragen  haben,  sondern 
es  ruhen  in  ihnen  noch  zahllose  andere  Keime .  die  noch  der  Ent- 
wicklung harren,  und  dem  in  der  Wissenschaft  Arbeitenden  und 
Forschenden  bilden  jene  Schriften  eine  imerschöpfliche  Fundgrube 
von  Anregungen  und  fördernden  Gedanken. 

Die  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  sollen 
ihrem  Namen  gemäss  die  rationellen  Naturwissenschaften,  von  der 
Mathematik  bis  zur  Physiologie  umfassen  und  werden  Abliandlungen 
aus  den  Gebieten  der  M  a  t  h  e  ni  a  t  i  k  ,  A  s  t  r  o  n  o  m  i  e .  P  h  y  s  i  k.  C  h  e  m  i  e 
(einschliesslich  Kry  stallkun  de    und  Physiologie  enthalten. 

Die  allgemeine  Redaktion  führt  von  jetzt  ab  Professor 
Dr.  Arthur  von  Octtingcn  (Leipzig  :  die  einzelnen  Ausgaben 
werden  durch  hervorragende  Vertreter  der  betreffenden  Wissen- 
schaften besorgt  werden.  Die  Leitung  der  einzelnen  Abtheilungen 
übernahmen:  für  Astronomie  Prof  Dr.  Bruns  Leipzig,  für  Mathe- 
matik Prof.  Dr.  Wanger  in  Halle\  für  Krystallkimde  Prof  Dr. 
Groth  (München,  für  Pflanzcnphysiologic  Prof.  Dr.  W.  Pfeffer 
'Leipzig),  für  Chemie  Prof.  Dr.  Sa'.  Ostwald    Leipzig. 


Erschienen  >sind  hU  jetzt  a\i8  dem  (Jebietc  der 

Mathematik: 

Nr.  5.  C.  F.  Gauss,  Fläclientheorie.  (1>'27.)  Deutsch  hi'rauBg.  v.  A.  Wan- 
gerin.     (62  S.)     .<?  — .80. 

«  14.  C.  F.  Gauss,  Die  4  Beweise  der  Zerlegung  ganzer  algebr.  Functio- 
nen etc.  (1799— 184t).)  Heransg.  v.  E.  Netto.  Mit  1  Taf.  81  S.) 
JK  l.öO. 

•  17.  A.  Bravais,  Abhandlungen  über  symmetr.  Polyeder,  (1849.)  übers, 
und  in  Gemeinschaft  mit  P.  Groth  herausg.  von  C.  u.  E.  Bl  asius. 
Mit  1  Taf.      ;50  S.)     Jf  1.—. 

»   19.   Üb.  d.  Anziehung  homogener  Ellipsoide.  Abhandlungen  von  Laplae6 

(1782),  Ivory  (1809).  Gauss  (1813),  Chasles  (1838)  nnd  Dirichlet 
(1839).  Herausg.  von  A.  Wangerin.  (118  S.)  Jll.—. 
»  46.  Abhandlungen  über  Variations  -  Rechnung.  I,  Theil:  Abhand- 
lungen von  Joh.  Bernoulli  (1C96),  Jac.  Berndulli  (1697)  und 
Leonhard  Enler  l~44).  Herausgegeben  von  P.  Stäckel.  Mit 
19  Textfl-uren.    (144  S.)    Jt  2.—. 

»47.    II.   Theil:     Abhandinngen    von    Lagrange    (1762, 

1770),   Legendre  (1786)  und  Jacobi  (1837).      Herausgegeben  von 
P.   Stäckel.     Mit  12  Textüguren.     (HOS.)     .^Z  1.60. 
»  60.  Jacob  Steiner,  Die  geometr.  Coiistructionen,  ausgeführt  mittelst  der 
geraden   Linie   und    eines   festen  Kreises,  als  Lehrgegenstand   auf 
höheren    Unterrichts- Anstalten   und   zur   praktischen   Benutzung. 
(1833.)    Herausgegeben   von   A.    J.   v.    Oettingen.    Mit  25  Text- 
flguren,    (85  S.)   Jl  1.20. 
»  64.  C.  G.  J.  Jacobi,     Über  die  vierfach  periodischen  Functionen  zweier 
Variabein,  auf  die  sich  die   Theorie   der  Abel'schen   Transcenden- 
teu    stützt.     (1834.)     Herausgegeben  von   H.  Weber.      Aus    dem 
Lateinischen  übersetzt  von  A.  Witting.     '40  S.)     -/?  — .70. 
»  65.  Georg    Kosenhain,     Abhandlung    über     die    Functionen     zweier 
Variabler  mit  vier  Perioden,  welche   die  Inversen   sind  der  ultra- 
elliptischen Integrale  erster  Klasse.    (1851.)     Herausgegeben  von 
H.  "Weber.    Aus  dem  Französischen  übersetzt  von  A.  Witting. 
(94  S.)     M  1.50. 
»  67.  A.  Göpel,   Entwurf  einer  Theorie   der  Abel'schen  Transcendenten 
erster  Ordnung.    (1847.)  Herausgegeben  von  H.  Weber.  Aus  dem 
Lateinischen  übersetzt  von  A.  Witting.     (60  S.)     Jt  1. — . 
»  71.  N.  H.  Abel,  Untersuchungen  über  die  Reihe: 

1   I    "^x  I   -^»•»^-^)    ^0   I   m.(m-l)-(m-2)  

^1^1-2  ^       1.2.3         ^  ^ 

(1826.)  Herausgegeben  von  A.  Wangerin.  (46  S.)  Ji  1. — , 
«  73.  Leonhard  Euler,  Zwei  Abhandlungen  über  sphärische  Trigono- 
metrie. Grundzüge  der  sphärischen  Trigonometrie  und  allgemeine 
sphärische  Trigonometrie.  (1753  u.  1779.)  Aus  dem  Französischen 
und  Lateinischen  übersetzt  und  herausgegeben  von  E.  Hammer. 
Mit  6  Figuren  im  Text.  (65  S.)  Jl  1. — . 
»  77.  C.  G.  J.  Jacobi,  Über  die  Bildung  und  die  Eigenschaften  der  Deter- 
minanten. De  formatione  et  proprietatibus  Determinantium.) 
(1841.)     Herausgegeben  von  P.  Stäckel.    (73  S.)  Jl  1.20. 

»  78.  Über    die    Functioiialdeterminanten.      (De    determinantibus 

functionalibus.)    (1841.)    Herausgegeben  von  P.  Stäckel.   (72  S.) 
Jl  1.20. 


Kr.  Ö2.  Jacob  Steiner,  Systematische  Entwicklung  der  Abhän^gkeit  geo- 
metrischer Geetalten  von  einander,  mit  Berücksichtigung  der  Arbeiten 
alter  und  neuer  Geometer  über  Porismen,  Projections-Methoden, 
Geometrie  der  Lage,  Transversaleu,  Dualität  und  Reciprocität  etc. 
(1832.)  I.  Theil.  Herausgegeben  von  A.  J.  v.  Oettingen.  Mit 
2  Tafeln  und  14  Fig.  im  Text.     (126  ä.)  M  2.—. 

»  83. II.  Theil.     Herausgegeben  von  A.  J.  v,  0  e  ttin  gen. 

Mit  2  Tafeln  und  2  Figuren  im  Text.     (162  S.,     M  2.40. 

»  90.  A.  Bravais,  Abhandlung  über  die  Systeme  von  regelmässig  auf  einer 
Ebene  oder  im  Raum  vertheilten  Punkten.  (1848.)  Übers,  u.  heraus- 
gegeben von  C.  u.  E.  Blasius.   Mit  2  Tafeln.    (142  S.)    Jl  2.—. 

»91.  G.  Lejeune  Dirichlet,  Untersuchungen  über  verschiedene  An- 
wendungen der  Inünitesimalanalysis  auf  die  Zahlentheorie.  (1839  bis 
1840.     Deutsch  herausgegeben  von  R.  Hausen ei.  (128  S.)  ^Ul. — . 

«  93.  LeonhardEnler,  Drei  Abhandlungen  über  Kartenprojection.  (1777). 
Mit  9  Textflg.  Herausg.  von  A.  Wangerin.  (78  S.)  Jl.  1.20. 

«  103.  Joseph  Loais  Lagrange's  Zusätze  zu  Euler's  Elementen  der  Algebra. 
Unbestimmte  Analysis,  Aus  dem  Französischen  übersetzt  von 
A.  J.  von  Oettingen,  herausg,  von  H.  Weber.  (171  S.)  uif  2.60. 
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Zusätze  zu  Eulers  Elementen  der  Algebra. 
Unbestimmte  Analysis. 

Von 

Joseph  Louis  Lagrange. 


Einleitung. 

Die  Geometer  des  vergangenen  Jahrlinnderts  haben  sich 
viel  mit  der  nnbestiramten  Analysis,  die  gemeiniglich  die  »des 
Diophatitus*  genannt  wird,  beschäftigt;  doch  haben  eigentlich 
nur  Backet  und  Fennat  etwas  zu  dem  hinzugefügt,  was  schon 
Diophantus  selbst  uns  hinterlassen. 

>ran  verdankt  besonders  Bachct  eine  vollständige  Methode, 
alle  unbestinmiten  Aufgaben  vom  ersten  Grade  aufzulösen*). 
Fertnat  ist  der  Schöpfer  einiger  Methoden  zur  Auflösung 
der  unbestimmten  Gleichungen,  die  den  zweiten  Grad  über- 
steigen**); ferner  der  originellen  Methode,  mittelst  Avelcher 
man  beweist,  dass  die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Bi- 
quadrate niemals  ein  Quadrat  sein  könne;  ferner  der  Lösung 
einer  grossen  Zahl  sehr  schwieriger  Aufgaben,  soAvie  mehrerer 
schöner   Theoreme   über   die  ganzen  Zahlen  ohne  Beweis,  von 


*)  S.  unten  §  III.  Uebrigens  spreche  ich  hier  nicht  von  seinem 
Commentar  zum  Piojil/aufus.  weil  diese  Arbeit,  die  in  ihrer  Art 
ausgezeichnet  ist,  keinerlei  Entdeckung  bringt. 

**  Es  sind  diejenigen,  die  im  VIII.  bis  X.  Kapitel  vorstehen- 
den Werkes  gemeint  sind  hier  die  Elmicntf  der  Ahjflirct  von  Eulcr), 
dargelegt  werden.  Bt7/i  liat  sie  aus  verschiedenen  Schriften  Fcr/itafs 
zusammengebracht  und  am  Anfang  der  neuen  Ausgabe  des  Diophan- 
tus, die  Fertnat  der  Solm  herausgegeben  hat,  verütfentlicht. 

1* 
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denen  jedoch  die  meisten  später  von  Eider  in  den  Petersburger 
Commentationen  bewiesen  worden  sind*  . 

Dieser  Zweig  der  Analysis  ist  in  diesem  Jahrhundert  fast 
vollständig  vernachlässigt  worden  und  mit  Ausnahme  Eiiler's, 
kann  ich  Niemand  nennen,  der  sich  damit  befasst  hätte ;  aber 
die  schönen  zahlreichen  Entdeckungen  dieses  bedeutenden  (ieo- 
meters  haben  uns  vollauf  entschädigt  für  die  (Ueichgiütigkeit 
der  anderen  Geometer  gegen  diese  Art  von  Untersuchuugeu. 
Die  »Commentationes«  von  Petersburg  sind  erfüllt  mit  Unter- 
suchungen dieser  Art,  und  das  soeben  veröfl'entlichte  Werk 
erweist  den  Freunden  der  Diophantischen  Analyse  wiederum 
einen  Dienst.  Man  besass  bisher  keines,  in  dem  dieser  Wissens- 
zweig methodisch  behandelt  wäre,  der  zugleich  die  bisher  be- 
kannten Regeln  zur  Auflösung  der  unbestimmten  Probleme  zu- 
sammenstellte und  deutlich  erklärte.  Die  vorliegende  Arbeit 
vereinigt  beiderlei  Vortheile;  aber  zur  Vervollständigung  glaubte 
ich  mehrere  Zusätze  machen  zu  müssen,  über  die  ich  in  kurzen 
Worten  berichten  will. 

Die  Theorie  der  Kettenbrüche  ist  eine  der  fruchtbarsten  in 
der  Arithmetik,  weil  durch  sie  Probleme,  die  sonst  kaum  an- 
zufassen sind,  mit  Leichtigkeit  gelöst  werden  können:  aber 
noch  grösseren  Nutzen  gewährt  sie  bei  der  Auflösung  der  un- 
bestimmten Gleichungen  in  ganzen  Zahlen.  Aus  diesem  Grunde 
habe  ich  mir  vorgenommen,  diese  Theorie  mit  aller  Ausführ- 
lichkeit zu  behandeln,  damit  sie  recht  verständlich  werde:  da 
sie  in  den  Hauptwerken  ül)er  Arithmetik  und  Algebra  fehlt, 
muss  sie  wohl  wenig  von  den  Geometern  gekannt  sein:  ich 
wäre  zufrieden,  wenn  es  mir  gelänge,  sie  etwas  allgemeiner 
bekannt  werden  zu  lassen.  Weiterhin  bringe  ich  neue  An- 
wendungen dieser  Theorie  auf  die  unbestimmte  Analysis.  Ich 
bestimme  die  Minima  in  den  unbestimmten  Ausdrücken  mit  zwei 
Veränderlichen,  besonders  in  denen  der  zweiten  Ordnung,  und 
beweise  in  Bezug  auf  diese  einige  bemerkenswerthe ,  l)isher 
nicht  bekannte  Lehrsätze,  d.  h.  solche,  die  nicht  direkt  und 
allgemein  hergeleitet  worden   sind.      Besonders   im  Artikel  33 


*)  Di'?  Probleme  und  Tlieorien.  von  denen  oben  die  Eede  war. 
sind  in  den  Beiuerkuugen  Fir»/(if's  über  die  (,)ii«\^fionri>  ^e&I>i(>]>liaiifiit! 
zerstreut,  sowie  auch  in  seinen  in  den  0)i<ra  »lafliniiotfca  gedruckten 
Briefen,  und  im  zweiten  Bande  der  Werke  von  Wollia.  In  den 
Memoiren  der  Berliner  Akademie  von  1770  ft'.  findet  man  gleichfalls 
die  Beweise  zu  einigen  Theoremen  dieses  Verfassers,  imd  zwar 
solche,  die  bisher  nicht  erbracht  waren. 
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•wird  man  ciiu*  Motliode  limloii .  lun  dio  roolloii  Wurzeln  der 
(.ileicliuuiTt'n  zweiton  (irades  in  Kettenbrüclien  darzustellen,  und 
in  den  folgenden  Artikeln  folgt  ein  strenger  Beweis,  dass  diese 
Brüche  durchaus  periodisch  sein  müssen*). 

Die  übrigen  Zusätze  beziehen  sich  auf  die  Auflösung  der 
unbestimmten  Gleiehun,ü:e]i.  Baclirt  liatte  im  Jahre  1()2 1  die 
vollständige  Lösung  der  unbestimmten  (üleichuugen  ersten  (Jrades 
gegeben.  Diejenige  der  (lleichungen  zweiten  (Jrades  erschien 
erst  17  09  in  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie.  Diesel))e 
wird  bler,  vereinfacht  und  verallgemeinert,  wieder  gebraclit, 
so  dass  nichts  zu  wünschen  ü))rig  bleiben  wird.  Hinsichtlich 
der  unbestimmten  Gleichungen  hölieren  als  zweiten  Grades  be- 
sitzen wir  nur  einige  besondere  Methoden  der  Aufhisung  für 
einige  Fälle  und  es  erscheint  sehr  wahrscheinlich,  dass  die 
allgemeine  Lösung  dieser  Art  Gleichungen  für  einen  hciheren 
Grad  als  den  zweiten  ebenso  unmöglich  wdrd,  wie  solches  der 
Fall  zu  sein  scheint  für  die  bestimmten  Gleichungen,  die  den 
vierten  Grad  übersteigen. 

Der  letzte  Paragraph  endlicli  bringt  Untersuchungen  über 
Functionen,  die  die  Eigenschaft  ha1)en,  dass  das  Product  aus 
zweien  oder  mehreren  derselben  wieder  eine  ähnliche  Function 
ist;  ich  gebe  eine  allgemeine  Methode,  um  Functionen  dieser 
Art  zu  finden,  auch  zeige  ich  die  Verwendung  derselben  zur 
Lösung  verschiedener  unbestimmter  Probleme,  die  mit  den  bis- 
her bekannten  Methoden  nicht  zu  fassen  Avaren. 

Vorstehendes  bezeichnet  die  Hauptgegenstäude  dieser  > Zu- 
sätze«, die  ich  noch  viel  weiter  hätte  ausdehnen  k()nnen,  wenn 
ich  nicht  gefürchtet  hätte,  die  passende  Grenze  zu  selir  zu 
überschreiten.  Icli  hoft'e,  dass  der  behandelte  Stofl'  die  Anf- 
merksamkeit  der  Geometer  wecken  und  das  Gefallen  an  einem 
Theile  der  Analysis  wachrufen  wird,  der  es  durchaus  verdieut 
eifrig  betrieben  zu  werden. 


§  I.    Die  Kettenbrüche  in  Bezug  auf  Arithmetik. 

1.  Da  die  Theorie  der  Kettenbrüche  in  den  gewöhnlichen 
Lehrbüchern    der    Arithmetik    und   Algebra    fehlt    und    daher 


*)  In  dieser  neuen  Ausgabe  i'nämlich  der  zweiten  französischen 
der  Elemente  der  Ahjehra  von  Eider  sind  einige  kleine  Aenderungen 
in  der  Analyse  des  Problems  1  des  §  II  vorgenommen  worden,  um 
dieselben  directer  und  leichter  verständlich  zu  gestalten. 
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den  Geometeru  wenig  bekannt  sein  dürfte,  so  wird  es  zweck- 
mässig sein  unsere  »Zusätze«  mit  einem  kurzen  Abriss  dieser 
Theorie,  die  wir  vielfach  anwenden  werden,  zu  beginnen. 

Man    nennt    im   Allgemeinen   Kettenbruch    einen   jeden 
Ausdruck  folgender  Form : 


/^  + 


d+. 


wo  die  Grössen  «,  ß,  y,  ö.  .  .  .  und  h,  c,  d,  ...  ganze  positive 
oder  negative  Zahlen  bedeuten ;  liier  wollen  wir  indess  nur  solche 
Ketteubrüche  behandeln,  deren  Zähler  b,  c,  d,  .  .  .  =  i  sind,  die 
mithin  die  Form 

l 


ß+-^ 


(5  + 


haben:  a,  ß,  y  .  .  .  sind  übrigens  beliebige  ganze  positive  oder 
negative  Zahlen;  diese  Ketteubrüche  sind  die  einzigen,  die 
vielfach  in  der  Analyse  verwandt  werden,  während  die  anderen 
kaum  mehr  als  Curiositäten  sind. 

2.  Herr  Bronncker  hat,  glaube  ich,  zuerst  Kettenbrüche 
ersonnen:  so  hat  er  das  Yerhältuisä  des  umschriebenen  Qua- 
drates zum  Flächeninhalt  des  Kreises  gefunden,   welches  = 

1  H 

9  -i 


9 


25 


2  + 


ist;  aber  man  weiss  nicht,  wie  er  das  gefunden  hat.  Man 
findet  nur  in  der  » Aritlimotica  intiuitorum  -  über  diesen 
Gegenstand  einige  Untersuchuugen,  iu  welchen    Ilu/Zw  iu  sehr 
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iudirecter,  obwohl  (Inrchaus  geistvoller  Weise  die  Identität  des 

BrounckcrschQü  Ausdruckes  mit  dem  seinigeu,   der  bekauutlich 

3  3   5   5  7 
=  — — '- — ■    '    -'-^  ist ,   darthut :    auch   giebt   er   dort   eine  all- 
2.4.4.6.()...        '  * 

gemeine  Methode,  alle  möglichen  Arten  von  Kettenbrüchen  in 
gewülmliclu'  Brüche  zu  verwandeln.  Tobrigens  scheinen  diese 
beiden  grossen  Geometer  die  Haupteigenschaften  und  die  be- 
sonderen Vorzüge  der  Kettenbrüche  nicht  gekannt  zu  haben; 
wir  werden  später  sehen,  dass  diese  Entdeckung  hauptsächlich 
J{ii>jtjl,rns  zu  verdanken  ist. 

3.  Kettenbrüche  bieten  sich  am  ungezwungensten  allemal 
dar ,  wenn  es  gilt ,  gebrochene  oder  irrationale  Zahlen  auszu- 
drücken. Gesetzt  man  solle  irgend  eine  Grösse  a  darstellen, 
die  nicht  durch  eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  werden  kann;  so 
ist  es  am  einfachsten,  diejenige  ganze  Zahl  aufzusuchen,  die 
dem  Werthe  von  a  am  nächsten  kommt,  und  die  mithin  nur  um 
einen  echten  Bruch  abweicht.    Es  sei  diese  Zalil  a,  dann  wird 

a  —  «  ein  echter  Bruch  sein,  folglich eine  Zahl,  grösser 

A  a  —  a 

als   1 ;    es   sei =  b :    da   b   grösser   als    1   ist ,    so  kann 

.   a  —  a 

man    wiederum    die    ganze    Zahl    aufsuchen,    die    dem    b    am 

nächsten  kommt;    diese    Zahl    heisse    ß,    alsdann    ist    b  —  ß 

wiederum  ein  echter  Bruch  und  mithin grösser    als    1 ; 

b  —  ß 

es  sei  ^  c ;  wiederum  braucht  man  nur  die  dem  c  nächstliegende 

ganze  Zahl  aufzusuchen,  sie  heisse  y ;  also  ist  c  —  y  ein  echter 

Bruch  und  mithin grösser   als    1  ;    es    sei  =  fl^,    welches 

c  —  y 

grösser  als  1  ist  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  kann  man  oftenbar 
den  Werth  von  a  erschöpfen  und  zwar  auf  eine  sehr  einfache 
und  fördersame  Weise,  da  man  nur  ganze  Zalüen  anwendet, 
deren  jede  eine  Annäherung  an  den  gesuchten  Werth  ver- 
mittelt. 

Da  nun  =  b,  so  ist 

a  —  « 

b  b 


ferner  da  ; ■  =  c,  so  ist 
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und  weil =  d,  so  bat  man  auch 

c  —  y 

u.  s.  w. ;  setzt  man  folgweise  diese  Werthe  ein,  so  kommt: 

1  1  1 

a  =  a-\--  =  a-\ =  u  -\ 


7  +  ^ 


und  im  Allgemeinen 


1 


/  + 


1 


dA-. 


Es  muss  hier  beachtet  werden,  dass  die  Zahlen  a,  ß^  }'■••■, 
die,  wie  wir  gesehen  haben,  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  den 
Grössen  a,  b,  c.  .  .  nahe  kommen,  auf  zwei  verschiedene  Arten 
gebildet  werden  können,  da  mau  für  den  angenäherten  Werth 
sowohl  den  einen  als  auch  den  anderen,  zwischen  denen  jene 
Zahl  eingeschlossen  ist,  nehmen  darf.  ludess  besteht  ein  wesent- 
licher Unterschied  bei  diesen  beiden  Arten,  die  Näherungswerthe 
zu  bilden,  denn  nimmt  man  stets  kleinere  AVerthe  an,  so  wer- 
den die  Nenner  ß,  y,  ö.  .  .  sämmtlich  positiv  sein;  umgekehrt 
werden  sie .  alle  negativ,  wenn  die  ISäheruugswerthe  sämmtlich 
grösser  genommen  werden,  als  der  wahre  Werth  der  darzustel- 
lenden Grösse,  und  sie  werden  bald  positiv,  bald  negativ  sein, 
wenn  man  die  Näherungswerthe  bald  kleiner,  bald  grösser  an- 
nimmt. 

In  der  That,  wenn  a  kleiner  als  a  ist,  dann  ist  (/  —  ((  positiv: 
folglich  ist  auch  b  positiv  und  ebenso  ,)*:  im  Gcgcnthcil  wird 
a  —  c(  negativ  sein,  wenn  (c  grösser  als  a  ist :  dann  aber  ist  h 
negativ  und  ebenso  ß.  Wenn  ferner  ß  kleiner  als  />,  so  ist 
auch  b  —  ß  positiv ;  mithin  wird  auch  c  positiv  sein  und  folglich 
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ain-li  ;';  wenn  aber  ,i  grösser  als  b  ist,  so  ist  h  —  ^i  nega- 
tiv,  luitlilii  sind  c  nnci  y  negativ  u.  s.  w. 

Wenn  im  Folgenden  von  negativen  Grössen  die  Rede  ist, 
SU  nenne  ieb  diejenige  Zahl  kleiner,  die  positiv  genommen 
grösser  als  die  andere  wäre;  später  werden  wir  allerdings  zu- 
weilen Zahlen  nur  in  Hinsicht  auf  ihre  absolute  (Irösse  an- 
wenden, alsdann  aber  soll  stets  hervorgehoben  werden,  dass 
vom  Zeichen  abzusehen  ist. 

Ferner  niuss  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  unter  den 
(irössen  b,  r,  d,  .  .  .  eine  ganze  Zahl  vorkommt,  der  Kettenbruch 
abschliesst,  weil  man  diese  Grösse  selbst  beibehalten  kann;  sei 
z.  B.  c  eine  ganze  Zahl ,  so  ist  der  Kettenbruch ,  der  den 
Werth  von  a  giebt: 

a  =  a-\ 

Es  ist  klar,  dass  mau  nämlich  y  =  c  nehmen  müsste,  was 
l  l 


—  =  oo 


c  —  y       0 
ergäbe,  und  mithin  d  =  oo,  so  dass  man 


1 


a^=  a 


oo 


erhielte,  da  alle  übrigen  Glieder  gegen  oo  verschw^änden;    da 

—  =  0  ,   so  wird  einfach 
oo 

1 


a=  c( 


ß  +  '. 


Dieser  P'all  wird  stets  eintreten ,  wenn  a  commensurabel 
ist,  d.  h.  wenn  es  ein  rationaler  Bruch  ist:  so))ald  aber  a  irrational 
oder  transcendent  ist,  wird  der  Kettenbruch  nothwendig  bis  oo 
fortlaufen. 

4.    Sei    nun   a    gleich    einem    se wohnlichen   Bruche  ^,  wo 

Ä  und  B  gegebene  ganze  Zahlen  bedeuten;  offenbar  wird  die 
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Zahl  c( ,  die  dem  Werthe  \^on  ^^    am    nächsten   kommt,   deich 

dem   Quotienten    sein,    den    man    bei   der   Division   von   B  in 

A   erhält;    es   sei  in  gewöhnlicher   Weise   a    dieser    Quotient 

Ä  C  B 

und  G  der  Rest,  so  ist  —  —  «  =  —  folglich  h  =  —:  um  ebenso 
B  B  C  '  TD 

den  Werth  von   />'  zu  erhalten,    der   sich   am   meisten  dem  — 

G 

nähert,  braucht  mau  nur  B  durch   G  zu  dividiren  und  statt  fi 

den  Quotienten  dieser  Division  zu  nehmen;    es  sei  alsdann  D 

D  G 

der  Rest,  so  hat  man  h  —  ß  =z  ~^  folglich  c  =  —  •  naan  wird 

daher  mit  dem  Dividiren  fortfahren,  indem  C  durch  D  den 
Werth  für  /  giebt  u.  s.  av.  :  hieraus  erlioUt  folgende  hik'hst  ein- 
fache Regel  für  die  Umwandlung  der  gewöhnlichen  in  Kettenbrüche : 
Man  dwidire  zimächst  den  Zähler  des  gegebenen  Bruches  durch 
den  Nenner  und  bezeichne  de?i  Quotienten  mit  a;  alsdann  theile 
man  den  Nenner  durch  den  Best  und  nenne  den  Quotienten  ß; 
und  fahre  in  dieser  Art  fort,  indem  man  stets  den  vorletzten  Best 
durch  den  letzten  Rest  dividirt,  bis  man  eine  Dirision  ohne  Rest 
erhält,  was  nothivendig  eintreten  muss,  da  die  Reste  stets  game 
Zahlen  sind,  die  i?nmer  kleiner  und  kleiner  werden;  so  erhält  man 
den  Kettenbruch 

1 

a  -\ 


ß-^ 


7  + 


ö  + 


der  dem  gegebenen  Bruche  gleich  sein  u'ird. 

5.  Es  sei  z.  B.  der  Bruch  ^  in   einen   Kettenbruch   zu 

SS7 

zu  verwandeln:  man  theilt  also  1103  durch  SS"  und  erhält 
den  Quotienten  l  und  den  Rest  210;  man  theilt  ferner  SS 7 
durch  2U),  erhält  den  Quotienten  4  und  den  Rest  23:  ferner 
216  durch  23  und  erhält  den  Quotienten  9  und  den  Rest  9; 
man  theilt  noch  23  durch  9,  erhält  den  Quotienten  2  und  den 
Rest  5 ;  theilt  9  durch  5 ,  erhält  den  Quotienten  1  und  den 
Rest  4  ;  5  durch  4  giebt  1  und  Rest  1 ;  endlich  ergiebt  4  durch 
1    den  Quotienten  4   und   den  Rest  0,    und  das  Verfahren  ist 
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zu  Ende.  Ordnet  man  nun  alle  die  gefundenen  Quotienten,  so 
hat  n)an  die  lleilie  1,  4,  1),  2,  1,  1,  4  und  bildet  mit  diesen 
Zalilt'ü    (1(11    KettcniDiich 

1  io:i  _  1 


4  H 


2  -\ 


'+ — r 
■+r 

(i.  Da  man  bei  dem  g:e\V()linliehen  Dividircn  als  Quotienten 
immer  diejenige  ganze  Zahl  nimmt,  die  gleieh  oder  kleiner  als 
der  gegebene  Brueh  ist,  so  wird  man  mittelst  der  vorliegenden 
Methode  stets  Ketteubrüehe  mit  positiven  Zählern  erhalten. 

Man  kann  aber  als  Quotienten  auch  diejenige  Zahl  nehmen, 
die  unmittelbar  grösser  als  der  vorliegende  Bruch  ist,  wenn 
letzterer  nicht  zufällig  eine  ganze  Zahl  ist,  man  braucht  mit- 
hin nur  um  eine  Einheit  den  vorhin  erhaltenen  Quotienten  zu 
vermehren  und  der  Rest  wird  alsdann  negativ  werden.  Man 
kann  auf  diese  Art  nach  Belieben  positive  oder  negative  Glie- 
der erhalten. 

Im  vorliegenden  Beispiel  können  wir  statt  des  ersten  Quo- 
tienten 1  den  Werth  2  nehmen;  alsdann  wird  der  Rest  — ü7l 
werden,  der  nunmehr  in  887  zu  dividiren  sein  wird;  man 
erhält  also  den  Quotienten  —  1  und  den  Rest  2 1 6  oder  den 
Quotienten  — 2  und  den  Rest  — 455.  Nehmen  wir  den 
grösseren  Quotienten  — 1,  so  muss  der  Rest  — 671  durch 
den  Rest  210  dividirt  werden;  man  bekommt  den  Quotienten 

—  3,  Rest  —  23,  oder  Quotient  —  4,  Rest  1  93.  Ich  setze  die 
Division  fort,  indem  ich  den  grösseren  Werth  —  3  anwende; 
dividire  216  durch  den  Rest  —  23  und  erhalte  den  Quotienten 

—  9,  Rest  9,  oder  Quotient  —  10,  Rest  —  14  u.  s.  w. 
Auf  diese  Weise  erhält  man 

il^=2-f '- 

887  ^        .    .  1 


—  9+. 
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woraus    zu    ersehen ,     dass    alle    Nenner    negativ    geworden 
sind. 

7.    Man   kann    übrigens  Jeden   negativen  Nenner   in   einen 
positiven  verwandeln  durch  blosse  Aenderung  des  Zeichens  des 
Zählers;   alsdann   aber   muss   auch  das  Zeichen  des  folgenden 
Zählers  verändert  werden;  denn  oflenbar  ist 
1                                         l 
'"  + ■ 1        =." T 


Ferner  kann  man  alle  negativen  Zeichen  verschwinden 
lassen  und  einen  Kettenbruch  mit  lauter  positiven  Zeichen 
erhalten,  denn  es  ist  ganz  allgemein 

1  1 

=  «-1+ r 


^  ■  1  + 


1+. 


wie  man  sich  leicht  überzeugt,  indem  man  diese  beiden  Aus- 
drücke in  gewöhnliche  Brüche  verwandelt. 

Man  könnte  auch  in  ähnlicher  Weise  negative  Glieder  statt 
der  positiven  einführen,  denn  es  ist 

1  1 

fi  H =  u  -f-  I 


"+■      ■         1  +  ^- 


v—l  + 


woraus  erhellt,  dass  mau  mittelst  solcher  Transformationen 
zuweilen  einen  Kettenbruch  vereinfachen  und  auf  eine  geringere 
Anzahl  von  Gliedern  reduciren  kann;  was  jedesmal  geschehen 
kann,  sobald  es  Nenner  giebt,  die  =  1   oder  =  —  1   sind. 

Um  einen  gegen  die  gegebene  Grösse  möglichst  conver- 
girenden  Kettenbruch  zu  erlialten,  muss  man  otienbar  im  All- 
gemeinen für  «,  ß,  ;',...  ganze  Zalden  annehmen,  die  den 
AVerthen  a,  b,  c,  ...  möglichst  nahe  liegen,  gleichviel  ob  grösser 
oder  kleiner  als  diese;  ausserdem  ist  klar,  dass,  wenn  man 
z.  B.  für  a  nicht  den  dem  a  nächstliegenden  "NVerth  annimmt, 
die   folgende  Zahl  ^  =  1  sein   muss;   in    der  That  wird  der 
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Unterschied    zwischen    a    und    «    «cr<">sser    als  —  sein,   mithin 

l  2 

b  = «c^  2 ;  also  kann  ,0'  nur  =  1   sein. 

a  —  a 

Sobald  man  also  in  einem  Ketteubruch  Nenner  findet,  die 
=  1  sind,  so  ist  das  ein  sicheres  Zeichen  dafür,  dass  man 
den  vorhergehenden  Nenner  nicht  so  nahe  als  irgend  möglich 
gewählt  hat  und  dass  mithin  der  Bruch  vereinfacht  werden 
kann,  indem  man  diese  Nenner  um  eine  Einheit  vermehrt 
oder  vermindert,  was  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Formeln 
ausgefülirt  werden  kann,  ohne  die  ganze  Kechnuug  zu  wieder- 
holen. 

S.  Die  unter  No.  4  mitgetheilte  Methode  kann  auch  dazu 
dienen,  eine  jede  irrationale  oder  transcendente  Grösse  in  einen 
Kettenl)rueh  zu  verwandeln,  falls  sie  vorher  in  Deeimalen  aus- 
gedrückt worden  ist.  Da  aber  dieser  in  Deeimalen  angegebene 
Werth  nur  ein  angenäherter  sein  kann,  und  da  man  durch 
Vermehrung  der  letzten  Stelle  um  eine  Einheit  zwei  Grenzen 
hat,  zwischen  denen  der  wahre  Werth  liegen  muss,  so  muss 
man,  um  aus  diesen  Grenzen  nicht  herauszutreten,  ein  und 
dieselbe  Rechnung  für  beide  Brüche,  um  welche  es  sich  han- 
delt, ausführen  und  schliesslich  im  Kettenbruch  nur  diejenigen 
Quotienten  belassen,  die  bei  beiden  Rechnungen  gleich  gross 
ausfallen. 

Es  sei  z.  B.  die  Zahl  .7 ,  das  Verhältniss  des  Kreisunifanges 
zum  Durchmesser  durch  einen  Kettenbruch  darzustellen.  Nach 
Vieta's  Berechnung   ist    dieser   Werth  -=    3,1415926535  .  .  ., 

31415926535        ,     ,.        ,,,-,.. 
so  dass  man nach  obisrer  Methode  in  einen  Ketten- 

lOÜOOOOOOÜÜ  *=  •^111^0 

11  T  1      1  .  o 14 lo9  ,    , 

i»ruch  zu   verwandeln   hat;  niniint  man   nur ,  so  erhält 

lOOOOü' 

man    die    Quotienten    3 ,   7 ,    15,    1  .  .  . ,    und   nimmt   man    den 

„      ,    314160  ^    , 

grosseren  Bruch ,  so  iindet  man  3,  7,  16,  ... ;  so  dass 

lÜOüOO'  j     ?       '  » 

der  dritte  Quotient  unsicher  bliebe;  hieraus  ersieht  man,  dass, 

um  den  Kettenbruch   auf  mehr   als    drei  Glieder  darzustellen, 

man  einen  Werth  zu  Grunde  legen  muss,  der  mehr  als  sechs 

Deeimalen  enthält. 

Nimmt  mau  den  von  Ludulph  gegebenen  Werth  mit  35 
Stellen 

3,14159  26535  89793  23846  26433  83279  50288, 
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und    rechnet    man   mit    diesem  und  zugleich  mit  dem  um  eine 
Einheit  vermehrten  Werthe,  so  findet  man  die  Quotienten 

3,  7,   15,   1,  292,   1,   1,    1,  2,  1,3,  1,  14,2,  1,  1,2,2,2,  2,  1, 
84,  2,  1,  l,  15,  3,  13,  1,4,  2,  6,  6,  1; 

so  dass  man  erhält 

7r=3H ^- 

7H 


15  +  -^ 


1  + 


292  H 


1 


1+. 


Da  hier  Nenner  =  t  vorkommen,  so  kann  der  Bruch  ver- 
einfacht werden  durch  Einführung  negativer  Glieder,  und  mit 
Benutzung  der  Formeln  in  No.  7   findet  man: 


7  + '- 


1 

1  6 


294 


3 ^^- 


3+. 


oder 

jr  =  3-\ 

TA 


1 


16 


294  + 


1 


1 

3  + 


3  +  , 


9.    Wir    haben    au    lüncin    aiulcreu    l)rte    gezeigt,    wie    die 
Theorie   der   Kettenbrüche    zur    Auflösung    numerischer    Glci 


Kettenbrüche  nnd  Aritlimotik.  15 

rhunoren  aii^owjiudt  ^\  criloii  kann  in  Fällen ,  wo  bisher  nur 
unvciUkoiiiHK'ne  und  ungcnügonde  Methoden  bekannt  waren. 
(Siehe  Memoiren  der  Berliner  Akademie  1767  nnd  1768).*) 
Die  ganze  Schwierigkeit  besteht  darin ,  in  einer  beliebigen 
(ilfichuug  für  die  gesuchte  Wurzel  den  meist  angenäherten 
Werth,  darüber  oder  darunter,  zu  linden,  und  hierfür  haben 
wir  die  ersten  sicheren  nnd  allgemeinen  Kegeln  aufgestellt, 
mittelst  welcher  man  nicht  bloss  erkennt,  wieviel  reelle  posi- 
tive oder  negative,  gleiche  oder  verschiedene  Wurzeln  die  vor- 
gelegte Gleichung  besitzt,  sondern  auch  wie  man  leicht  die 
Grenzen  einer  jeden  dieser  Wurzeln  lindet  nnd  sogar  die 
(irenzen  der  reellen  Werthe,  die  in  den  imaginären  Wurzeln 
auftreten.  Es  sei  also  x  die  Unbekannte  der  vorliegenden 
Gleichung,  so  sucht  man  zunächst  diejenige  ganze  Zahl  auf,  die 
sich   am   meisten  der  gesuchten  AVurzel  nähert;   sie  heisse   a\ 

jetzt  setze  man  nur  noch,  wie  in  No.  3  geschehen  ist,  x=^a-\ — 

(ich  nenne  hier  a-,  _?/,  -:,  .  .  .  was  dort  a,  &,  e,  genannt  ist);  nimmt 
man  diesen  W^erth  für  a-,  so  hat  man,  nach  Fortschaflung  der 
Brüche,  eine  Gleichung  von  demselben  Grade  in  ?/,  die  minde- 
stens eine  Wurzel  haben  muss,  die  positiv  oder  negativ  grösser 
als  1  ist.  Jetzt  sucht  mau  weiter  den  dieser  Wurzel  nächst- 
liegenden  ganzen  Werth ,    er   sei   ß ;    man    mache  y  =  ß  -\-  ; 

und  man  erhält  wdeder  eine  Gleichung  in  v,  die  ebenfalls  eine 
Wurzel  haben  muss,  die  grösser  als  1  ist  und  für  die  Avieder  ein 
möglichst  angenäherter  gauzzahliger  Werth  ;'  gesucht  wird  u.s.w. 
Die  gesuchte  Wurzel  wird  dann  ausgedrückt  durch  den  Ketten- 
brucb 

1 


a 


ß+^ 


Y-\r 


1_ 


der  abbricht,  wenn  die  Wurzel  commensurabel  ist,  aber  sicher 

unendlich  sich  fortsetzt,  wenn  die  Wurzel  incommensurabel  ist. 

In  der  citirten  Abhandlung  findet  man  alle  Principien  und 

*)  CEuvres  de  Lagrangc,  II,  p.  538  und  581. 
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die  nöthigen  Einzelheiten  des  Verfahrens  erläutert,  um  die 
Methode  und  ihre  Anwendung  kennen  zu  k-rnen,  auch  ver- 
schiedene Ilülfsmittel,  um  das  Verfahren  abzukürzen;  wir  glau- 
ben über  diesen  so  Avichtigen  Gegenstand  fast  Nichts  zu  Avün- 
scheu  übrig  gelassen  zu  haben. 

In  Bezug  auf  die  Wurzeln  der  Gleichungen  zweiten  Grades 
werden  wir  unten  (No.  33  ff.)  eine  besondere,  sehr  einfache 
Methode  mittheilen,    sie  durch  Kettenbrüche  darzustellen. 

10.  Nachdem  wir  die  llerstellung  der  Kettenbrüche  erklärt 
haben,  gehen  wir  dazu  über,  ihre  Anwendung  und  ihre  Haupt- 
eigenschaften darzuthun. 

Es  ist  ottenbar,  dass  man,  je  mehr  Glieder  man  in  einem 
Kettenbruch  nimmt,  um  so  mehr  dem  wahren  Werthe,  der  dar- 
gestellt werden  soll,  sich  nähert,  so  dass  man,  wenn  man 
folgweise  bei  jedem  folgenden  Gliede  anhält,  eine  Reihe  von 
Werthen  erhält,  die  sich  immer  mehr  dem  vorgesetzten  Werthe 
nähern. 

Hat  man  also  den  Werth  von  a  in  den  Kettenbruch 

1 


ß+ 


1 

7  + 


^4-. 


verwandelt,  so  hat  man  die  Werthe: 

l  1 

a,  a-h-j:    «H j; 

mithin  uacli  Reduction: 

c(ß-\-l      a,iy  -f  ft  -f  7 

welche  Werthe  sich  immer  mehr  dem  von  a  nähern. 

Um  besser  das  Gesetz  der  Convergenz  dieser  Grössen  be- 
urtheilen  zu  können,  bemerke  man,  dass  mau  nach  den  For- 
nu'ln    No.  3   erhält : 


a  =  a  -hy-,    i  =  ,i'  4-         c  =  /-h  -,   .  .  ., 
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woraus  zunächst  orhcUt,   dass  «  der  erste  Jingenäherte   Wertli 
von  n  ist ;  wenn  man  alsdann  den  genauen  Wertli  von  a  nimmt, 

der  gli'icli    — :  ist ,    und    wenn    man    darin    h   durch  seinen 

angenäherten  Werth    ;>*  ersetzt,    so  erhält  man  für  diesen  an- 

irenähcrti'u   Wertli ;     man    erhält    einen    dritten    noch 

fi 

nähi-rcn  Wi'rth.  wenn  man  zunächst  für  b  seinen  genauen  Wertli 

^c+  1  (ad  -\-  l)c-{-  a         ^       ,  , 

setzt,  woraus  a  =  ' ; ^ ,  und  setzt  man  als- 

dann  für  r  den  angenäherten  "\Yerth  ;',  so  wird  der  neue  an- 
genäherte  Werth  \on  a 

ßy+i        ' 

setzt  man  ebenso  weiter  für  e  seinen  genauen  Wertli  ^ —  , 

so  erhält   man 

_[{ccß-\-  \)y  -\-a^,d-l-c(ß  +1^ 
."~  ißy-hiyd-hß  "' 

und   setzt   man  für  d  seinen  angenäherten    Wertli   ()".   so   erhält 
man  als  vierte  Annäherung 

[{aß-h  i)y  +  (c]ö-haß-h\. 


{ßy+\]d  +  ß 
und  so  fort. 

Daraus    ist    leicht  ersichtlich,  dass   man,    wenn    man    mit 

Hülfe  der  Zahlen  a,  ß,  y  .  .  .   die  Ausdrücke  bildet: 

Ä  =  a,  .1,  =  1 , 

B  =  ßA+\,  B^=ß, 

G=y  B  +  A,  C,  =yn^+A,, 

D=dC  +  B,  D,  =()7;+5,, 

E=eD^  C,  E,  =6/).  +  L\, 


folgende    Reihe    nach    der    Grösse    a    convergirender    Wertlie 
erhält 


OstwaliVs  Klassiker.     l():i. 
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A    ^    ^    R    ^    L 

j;'  j5,'  c, '  D,'  ^'  :pV'  " ' " 

Ist  die  Grösse  a  rational  und  durch  einen  iK-liebigen  Brnob 

V 
—  darsetUbar,  so  wird  offenbar  dieser  Bruch  stets  der  letzte 

Werth  in  vorstehender  Reihe  sein,  denn  in  diesem  Falle 
hat  der  Kettenbruch  ein  Ende  und  es  muss  immer  der  letzte 
Werth  der  vorstehenden  Reihe  dem  ganzen  Kettenbruch  gleich 
sein. 

Ist  aber  a  irrational  oder  transcendent,  so  wird  nothwendig 
der  Kettenbruch  unendlich  sein  und  es  kann  die  Reilie  con- 
vergirender  Werthe    bis   zur  Unendlichkeit  fortgesetzt  werden. 

11,  Untersuchen  wir  nun  die  Eigenschaften  dieser  Brüche; 
zunächst  ist  klar,  dass  die  Zahlen  Ä^  i?,  (7,  .  .  .  stets  wachsen 
werden,  und  ebenso  die  Zahlen  ^4,,  i?, ,  C,,  .  .  .,  denn: 

1)  Wenn  die  Zahlen  a .  ß ,  y,  .  .  .  sämmtlich  positiv  siud, 
so  werden  es  auch  alle  A,  B^  (\  .  .  .  und  alle  A^,  B^.  (\.  .  .  . 
sein,  nnd  man  hat  oft'enbar: 

i?>.i,c>/?,/;>r, ..., 

7?,=oder>.I,,C/,>i?,,7),>(',,.  .. 

2)  Wenn  die  Zahlen  a,  /i,  /,  .  .  .  alle  oder  zum  Theil 
negativ  sind,  so  wird  es  unter  den  Zahlen  ^4,  B,  C\  .  . .  nnd 
^, ,  J3, ,  C', ,  .  .  .  theils  positive,  theils  negative  geben;  in 
diesem  Falle  aber  beachte  man,  dass  man  zufolge  der  vor- 
hergehenden Formeln 

B         .IG  .AT)        „   .    7? 


A 


'  +  7.'U='+B'U=^+c 


hat,  woraus   zunächst   erhellt,  dass,  wenn  a,  ß.,  y,  ...  nicht 

gleich  1   siud,  man.  abgesehen  vom  Zeichen,     -  >  l  hat;  folg- 

1  \'  '^ 

lieh  ist  p<h  mithin  -^  >  1    u.  s.  f.;    folglich    ist    /)' >  J, 

('>7i,  ... 

Eine  Ausnahme  lindct  nur  statt,  wenn  unter  den  Zalilen 
«,  /i,  /,  .  •  .  sieh  welche  betiuden,  die  gleich  1  siud;  es  sei 
z.B.  als  erstes  ;'  =^  1,  so  hat  man  zunächst  B^  J.  aber  C<^B, 
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sobald    tli-r    llriu-h         ein    aiidfres  Zeichen    hat    als    ;-;    dieses 

^*         C  A 

folgt  aus  der  (Ueiehung  --  =  y  -{-       ;    denn    in    diesem   Falle 

wird  ;' +    j   <^  ^    sein;    ieh    lifhanpte    aber,    dass    in    diesem 

Falle   notlnvendig  I)'^  B  sein    wird:   denn    da    ;' =;  zb  l  ,    so 

ist  iNo.   10) 

.-  =  zb  1  +  '  .    und    r  -\  =  ±\\ 
(I  d 

da  aber  c  und  d  grösser  als  1  sind  (No.  3),  so  kann  diese 
(ileichung  nur  dann  bestehen,  wenn  c  und  d  gleiche  Zeichen 
haben;  da  nun  y  und  ö  ganze  Zahlen  sind,  die  nahe  bei  c 
und   '/   liegen,    müssen    auch   ;'   und    ö   von  gleichem  Zeichen 

sein;  alter  der  Bruch      =  ;'  -f- -    muss  dasselbe  Zeichen  haben 

wie  ;',  denn  y  ist  eine  ganze  Zahl  und  --  ist  ein  liineh  <'  1  ; 

C  .  .       ^  ÖC    . 

folglieh  haben     -  ""^1^  ^  gleiches  Zeichen;  miliiin  ist  — -  eine 

DU 
positive  Grösse.     Nun  ist  aber  tt  =  <5  +  77!  mnltiplicirt  man 

C  I)  C  ÖC 

also  mit -5^,  so  erhält  man  ^^=d-=r  -\-  1;  da  nun  -~-  positiv 

ist,  so  muss  -^  ^  J    sein;  mithin  ist  D'^B. 

Hieraus  ersieht  man,  dass,  wenn  in  der  Reihe  A^  i>,  C,  .  .  . 
ein  Werth  vorkommt,  der  kleiner  als  der  vorhergehende  ist, 
der  darauf  folgende  Werth  durchaus  grösser  sein  wird;  so 
dass,  wenn  man  diese  kleineren  Werthe  bei  Seite  setzt,  die 
Reihe  dennoch  wachsen  wird. 

Uebrigens  wird  man  stets,  wenn  man  will,  diese  Unbe- 
quemlichkeit vermeiden  können,  entweder  indem  man  alle 
«,  ß,  '/,...  positiv  nimmt  oder  alle  von  der  Einheit  abweichen 
lässt,  was  stets  möglich  ist. 

Deselben  üeberlegungen  gelten  in  Betreft"  der  Reihe 
vi,,  7?,,  C,  .  .  .,  in  welcher  man  analog  hat 

B,         >     (\  .   A,     I),         .    .    B 


T->'^  B 


=  V  J_       •  L   _  A  _L_  ^1 

'  ^  B'    ('~^  C,  ' 


woraus  Schlüsse  folgen,  ähnlich  den  obigen. 


2* 
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1 2.    Multiplicirt    man    nun    kreuzweise    die    benachbarten 

A      B     C 
"\\  ertlie  in  der  Reihe   — ,  -^r- ,  — ,   .  .  . ,  so  findet  man : 

A     ^1      <^t 

BA^  —  AB,  =  1 ,    CB^  —  B(\  =  AB,  —BA^^ 

DC\  —  CD^  =  BC\  —  CB,  ,  .  .  ., 

hieraus  folgt,   dass  im  Allgemeinen 

BA,  —  AB,  =  1, 
CB^  —  BC\  =  —  \, 
DC,  —  CD,  =  1, 
ED,  —  DE,=  —  \. 


Diese  Eigenschaft   ist   sehr  bemerkenswerth  und  giebt  Anlass 
/u  mehreren  wichtigen  Folgerungen. 

-1      Ti     r* 

Zunächst  ersieht  mau.  dass  die  Brüche  -^,    — ,    — ,    .  .  . 

A^      B,       C\ 

schon   auf  ihren    einfachsten  Ausdruck   reducirt  sein  müssen; 

denn    wenn   z.  B.    C  und    t',    einen    gemeinschaftlichen   Factor 

hätten,   so  wäre  die  ganze  Zahl  CB,  —  BC,   auch  durch  diesen 

Werth   theilbar,    was    aber   nicht   angeht   wegen    CB,   —  BC, 

=  — 1.     Ferner:   bringt   man    die   vorstehenden  Gleichungen 

auf  die  Form: 

B        A  1 


B. 

A     AB. 

C 

B               1 

G, 

B,            B,  C, 

D 

G           1 

D, 

^.     t^A 

E 

D                1 

E. 

7^            D,E, 

so    erkennt    man    leicht,    dass    die    DiÖereuzeu    zwischen    be- 

\      Ti      C 

uachbarten  Brüchen   der  Reihe  ^,  — .  -- ,  ...  immer   mehr 

A,      Ji,  , 

abnehmen,   so  dass  diese  Reihe  uothwendig  eonvergirt. 
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Nun  lichaupte  ich,  »lass  die  DirtVrt'iiz  zwischen  zwei  auf 
einander  tollenden  Brüchen  so  klein  als  nur  immer  möglich 
ist,  so  dass  zwischen  diese  Brüche  kein  anderer  Bruch  fallen 
kann,  wenn  er  nicht  einen  grösseren  Nenner  hat  als  die  be- 
trachteten Brüche.  ^ .  .^ 

Nehmen    wir    z.  1>.    die    beiden     lin'iclie      ,   und       ,   deren 

l  '  '  ^^ 

Diflerenz  =  ist,    und   nehmen    wir   an,    es   gäbe    einen 

üruch — ,  dessen  Werth  dazwischen   läge  und  in  welchem  der 

'*■  m  G 

Nenner  n  kleiner  als  C.  oder  als  D.  sei ;  da  —    zwischen  — - 

)t  6, 

und  yr-  liegen   soll,    so  mnss  die  Diflerenz — - ,  welche 

lnC,—nq     .        ,  >  r.{nC—mC^}    .  ^      .\  . 

gleich  —- oder  gleich ist,    kleiner    als 

nCi  n  l\ 

i  n        c 

sein,    Avelches    die    Diflerenz    von      -und-— ist;    aber 
C^L)^  -'^i    l       '^  1 

jene    kann    ofl"enbar    nicht   kleiner   sein   als  ^^-;    wenn    also 

n<^D^,  so  ist  sie  nothAvendig  ^  ;  da  ebenso  die  Difte- 

'"        ^>'    ".  ,     ,,  .  .     1      '    *.       1 

renz -z—  nicht  kleiner  sein  kann  als     — - ,   so    mnss    sie 

grösser  sein  als  wenn  n  <^(\^  während  sie  kleiner  sein 

müsste.  ^i-^i 

13.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  um  wieviel  jeder  Bruch 

der  Reihe  4->  tt?  ■  •  •  sich  dem  Werthe  von  '/  nähern  wird. 

Dazu  bemerken  wir,    dass  die  unter  No.  10  gefundenen  For- 
meln ergeben: 

Ab  +  l 

5c  4-^ 


Cd  +  B 
De-\-C 


und  so  fort. 
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Will    man   mm    wi.sscu ,    um    \vic\icl    z.  V>.    der   Bruch  — 

C  ^« 

sicli  ilein  <i  nähert,  so  hiltle  man  die  Diflerenz  von  ^-  und  a; 

nimmt   m:in   für  a   den  Wcrth    .  "p~\>   ^^  folgt: 

r_    CrZ  +  i?_^_   BC,—  CB^   _   1 

"'~Ä~  ^^^B,  ~c;-  C,\<\r+B, )  -  cJr^d^B,, ' 

weil  7y^'^  —  CB^  =  l  (No.  12);  da  wir  nun  voraussetzen,  dass 
d  der  angenäherte  Werth  von  d  sei ,  sodass  d  —  d  <^  l  ist 
(No.  3),  so  folgt,  dass  d  zwischen  d  und  ö  dr  1  liege  (wobei 
das  obere  Zeichen  gilt,  sobald  der  angenäherte  Werth  von  d 
kleiner  ist,  als  der  wahre  Werth  d  und  das  untere  Zeichen, 
sobald  ö  ^  d),  es  wird  mithin  auch  der  Werth  von  C\  d  +  -B, 
zwischen  C\Ö  -\-  B^  und  ö^  [d  ±  1)  +  ^i  liegen,  d.  h.  zwischen 

Z>,  und  Üy  zb  C, ;  folglich  liegt  die  Differenz  a  —  —  zwischen 

1  1  .  • 

-— —  und     ,  _u  TM  ^^^*^  hieraus  kann  mau  das  Maass  der 

Annäherung  des  Bruches    — -  beurtheileu. 

^1 
14.  Im  Allgemeinen  hat  man: 


^^ , 

1 

A  ' 

A 

/>' 

B 

1 

/?. 

lU 

[B 

.c  +  A)' 

1 

l 

^;  ' 

0, 

[C, 

d^B.y 

D 

1 

n.  s.  f. 

Nimmt    man    nun    an.   die   Werthe  a on  «.  ,i,  ;'....   seien 

stets  kleiner  als  die  wahren  angenommen,  so  werden  dieselben 

immer  positiv  sein,  ebenso  wie  die  (Jrüssen  b,  c,  d,  .  .  .  (No.  3); 

folglich  werden  auch  die  Zahlen  .1,  B,  ('.  .  .  .  sämmtlich  positiv 

sein;    daraus  folgt,    dass  die  Differenzen  zwischen  n  und  den 

ABC 
Brüchen  -— ,  -  -,  -^,  abwechselnd  positiv  und  negativ,  d.  h. 
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(l:iss  iliosi-  IJrüehc  ubwiThsi-hitl  kli-iiici'  uud  grösser  als  a  sein 
werden. 

Dil  ferner  /'>;:?,  ''!>;',  '^  ^  ^ ■,   ■  ■  ■   ('ivp-  >    ^o  hat  man 


i>J5,,  IJ^c-^A,>li,y  +  A, 


('. 


1  > 


und  da  /*<</:?+  1 ,  '■  <  ;'  +  1  ,   '/  <<  (5*  +  1  ,  .  .  .  so  ist  auch 
/.  <  i?,  -f-  1 ,   ri,c  +  J,  <  7^.  (;'  +  li  +  ^I,  <(\+Dn 

so    dass    die    Fehler,    die    entstehen,    wenn    man    die    Bnielie 

•I     /?     r' 

— ,  -- -  ,  — ,   ...  statt  des  Werthes  a  nähme,  Icleiner  wären  als 
A^     B^     6, 

und  grösser  als 
1 


1  l  1 


.1,(7?. +A)'  A(^;-+-A)'  c'.(ö.  +  c,)'  •••' 

woraus    man   erkennt,    wie    klein    diese  Fehler   sind  nnd  wie 
rasch  sie  abnehmen  von  einem  Bruche  zum  anderen. 

Aber  es  folgt  noch  weiter:  Da  die  Brüche  -— ,  ^-,  -r^,  .  .  . 

^1       -Dl        '^1 

abwechselnd  kleiner  und  grösser  sind    als    a,    so  wird  dieser 

letztere  Werth    sich    stets   zwischen  irgend  zwei  auf  einander 

folgenden    Werthen    befinden;    nun    aber    haben    wir    gesehen 

(No.  12),  dass  es  zwischen  zAvei    solchen   Brüchen    unmöglich 

einen  Bruch  geben  könne  mit  kleinerem  Neuner  als  bei  beiden 

Brüchen;  daraus  lässt  sich  folgern,  dass  ein  jeder  der  fraglichen 

Brüche  die  Grösse  a  genauer  darstellt,  als  es  sonst  irgend  ein 

anderer  Bruch  vermöchte,   dessen  Nenner  kleiner  wäre,  als  der 

C 
des   folgenden  Bruches;    d.  h.  dass    der   Bruch  —    z.  B.    den 

Werth  von  a  genauer  darstellen  wird  als  irgend  ein  Bruch  — , 

n 

in  welchem  u  kleiner  wäre  als  ZA. 
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15.  Wenn  die  angenäherten  Wertbe  a,  />,  /,  .  .  .  alle  oder 
theihveise  grösser  sind  als  die  wirklichen,  so  wird  es  unter 
ihnen  nothwendig  auch  negative  gehen  (No.  3),  und  dadurch 
werden  auch  einige  der  Werthe  A,  i?,  C,  .  .  .  ^, ,  5, ,  C, .  .  .  . 
negativ,  mithin  werden  die  Differenzen  zwischen  den  Brüchen 

— ,  -^,  77"  und  dem  Werth  a  nicht  mehr  abwechselnd  positiv 

sein ,  wie  in  dem  in  voriger  Nummer  betrachteten  Falle ;  so 
dass  diese  Brüche  nicht  mehr  den  \'ortheil  darbieten,  Grenz- 
werthe  zu  sein,  die  abwechselnd  über  und  unter  dem  Werthe 
von  a  liegen ,  ein  Vortheil ,  der  mir  sehr  wichtig  zu  sein 
scheint:  daher  muss  man  in  der  Praxis  stets  Kettenbrüche  mit 
durchweg  positiven  Nennern  vorziehen.  Und  so  wollen  wir 
fortan  nur  solche  Kettenbrüche  betrachten. 
1 G.  Untersuchen  Avir  also  die  Keihe 

A  ]^   Sl  P^ 

i;'  5^'  c^'  £>;■'  ■■■' 

in  welcher  die  Brüche  abwechselnd  grösser  und  kleiner  sind 
als  die  Grösse  a,  so  kann  man  ofleubar  die  Keihe  theilen  iu 
folgende : 


Ä 

G 

E 

A' 

er 

^' 

B 

D 

F 

^' 

A' 

i-V 

die  erstere  wird  aus  Brüchen  bestehen,  die  sämmtlich  kleiner 
sind  als  n  und  die  sich  säiumtlich  dem  "Werthe  von  a  nähern ;  die 
zweite  besteht  aus  lauter  Brüchen,  die  grösser  sind  als  o  und 
die  sämmtlich  kleiner  werden  gegen  a  hin.  Untersuchen  wir 
nun  diese  beiden  Reihen,  eine  jede  besonders.  In  der  ersteren 
hat  man    No.  10  und   12) 


G 

A 

Q 

~'"i; 

E 

G 

E, 

G 

1  ( ' ' 

e 
'  G  E  ' 
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und   in    ilcr  zweiten 

n        I)  d 


D     F  _  : 


Wenn  die  Zahlen  /,  ö,  e,  .  .  .  alle  gleieli  1  wären,  so  könnte 
man,  wie  in  No.  12,  beweisen,  dass  es  zwischen  zwei  sich 
folgenden  Hrüchen  der  einen  oder  der  anderen  Reihe  niemals 
einen  anderen  Bruch  gäbe ,  dessen  Nenner  kleiner  wäre  ,  als 
die  dieser  beiden  Brüche;  aber  das  verhält  sich  nicht  so, 
wenn  die  Zahlen  y,  ()',  f,  .  .  .  von  1  verschieden  sind;  denn  in 
diesem  Falle  könnte  man  zwischen  die  beiden  Brüche  ebenso 
viele  Brüche  einschalten,  als  es  Einheiten  giebt  in  den  Zahl<Mi 
;'  —  1 ,  (5  —  1,  £  —  1,  .  .  .  Zu  diesem  Zweck  braucht  man  nur 
folgweise  in  die  Werthe  von  C  und  C^  (No.  10)  die  Zahlen 
1,  2,  3,  ...  /  an  Stelle  von  ;'  zu  setzen;  ebenso  in  den  Aus- 
drücken für  J)  und  Dy  die  Zahlen  1,  2,  3,  ...  d  an  Stelle 
von   c)  u.  s.  f.   ■ 

17.  Angenommen  z.  B.  ;'  sei  =  4,  so  hat  mau 

C=iB  +  A,    C=iB,+A,, 

A  C 

und  man  wird  zwischen  --  und  --  drei  Brüche  mit  Zwischen- 

'^1  1 

werthen  einschalten  können,  nämlich: 

B  +  A       2B-\-A       ^B  +  A 


7>\  + J/  2  7?,  +  J,'  3  5,  +.1/ 

Die   Nenner  dieser  Brüche    bilden  offenbar    eine   arithme- 
tisch wachsende  Reihe  von  A^   bis  C^,  und  wir  wollen  zeigen, 

j  n 

dass  die  Brüche  selbst  auch  beständig  zunehmen  von  ^  bis  — , 

so  dass  es  jetzt  nicht  mehr  möglich  ist,  in  der  Reihe 

A       B  +  A         2B  +  A        ^B-{-A        4B-{-A  G^ 

.4,'    B,  +  J,'    2B,  +  J/    35, -f^/    45,  +~i;  oter  — 
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irgend  ciiu'u  Bruch  einzuschalten,  dessen  Werth  zwischen  zwei 
sich  folgende  Brüche  fällt  und  dessen  Nenner  gleichfalls 
zwiöclien  denen  der  entsprechenden  Brüche  fällt.  Denn  nimmt 
man  die  Differenzen  zwischen  den  vorhergehenden  Brüchen,  so 
hat  man,  wegen  BAy  —  J/^j  =  1 

B-{-A  __J__ 1 

2B-1-A         B  +  A  1 


25, +A       B,-hA,       {B,+A,)i2B,+A,y 

35-f-^l         25  +  .4  _  1 

35,  +'a~-2B,  -{-T^  ~  (2  B,  +  J/  '3/y,  -^A^y 

6'_  3B-^A  _  1 

C'^  ~  3B^^'A'^  ~~  (35,  +  ^i)  C-, ' 

woraus  erhellt,    dass    erstens    die  Brüche   ~ 


.4,  '  5,  4-  .4, '  •  •  • 

immer    wachsen,    da    ihre    Differenzen    stets   positiv    sind:    da 

ferner  diese  Differenzen    gleich   1   dividirt   durch    das  Product 

der  beiden  Nenner  sind,  so  kann  man.  ähnlich  wie  in  No.  12 

geschehen  ist,    beweisen,    dass  unuKiglich  zwischen  zwei  sich 

1)1 
folgenden  Brüchen   ein  Bruch  —    gefunden  werden    kann,    so 

n 

dass  der  Nenner   w   zwischen  jene  beiden  Nenner  fiele,    oder 

der  kleiner  sei  als  der  grössere  der  beiden  Nenner. 

Hierzu  kommt,    dass,    da  die  fraglichen   Brüche   sämmtlich 

grösser  sind  als  a  und  da  der  Bruch  —-  kleiner  als  a  ist,  ein 

jeder   dieser  Brüche   sich   dem   Werth  von   a    nähern   wird,    so 
dass   die    Differenz   selbst  kleiner  sein    wird   als    die    Differenz 

dieses  Bruches   und    ^  :  denn  es  ist 
5. 


.1 

B 

l 

-^ 

B\ 

A 

^ 

1 

5  + 

A 

B 

B, 

= 

% 

l 

^>  + 

^K 

+  ^ 

.1,15.' 
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2/^4-  -1 

B 

l 

2//, 

-f-.l 

(2i?, 

H- 

.I.)7?/ 

3/.' 

-h.l 

/>' 

1 

3//, 

H-J 

\  A" 

['6B, 

+ 

JJX' 

C 

B 

1 

(\~ 

'K 

r.B, 

Da  mm  diese  Difterenzen  auch  gleich  sind  der  Einheit 
tlividirt  durcli  die  Pruducte  der  Nenner,  so  kann  man  dieselbe 
r.ftraclitiinjr  anstellen  -svie  in  No.  12.    um   zu   beweisen,  dass 

es  keinen  üiuch  —  geben  könne,  der  zwischen  die  liriiehe 
A       11  + Ä        2B  +  A  ,     ,        ,.      ,     '■'    ,■  ,u 

A,'  b;+ä,'  2b:+ä '  ■  •  ■  '""'  ''""  '""'■''  /',  '■""• 

wenn  der  Nenner  n  kleiner  ist  als  der  des  letzteren  Bru- 
ches:  daraus  folgt,  dass  ein  jeder  dieser  Brüche  sich  mehr 
dem  '/  nähert,  als  es  irgend  ein  anderer  Bruch  kleiner  als  a 
tliut,  der  t'inen  kleineren  Nenner  hat,  d.  li.  der  mit  kleineren 
Zillern   auszudrücken   ist. 

IS.   Wir    haben    vorstehend    nur    die    Brüche    zwischen  ^ 

und     -  besprochen;  es  verhält  sich  aber  ebenso  mit  den  Brüchen 

^^       C  E  EG 

zwischen  -—-  und  -— ,    sowie  wie  zwischen  — -  und   -^ .  .  .  . 
C\  ^/  E,  G,' 

wenn  f ,   >,    .  .  .  Zahlen  sind,  die  grösser  als   1    sind.  i^ 

Man    kann     alles    Angetulirte     auch     auf    die    Reihe    — , 

D      F  .  .     ^  ^1 

-— ,    VT,   ...    beziehen,    so    dass,    wenn    (),   C,    ...    grösser 

^'      ^'.  .  .  B  'D 

als    I    sind,  man   zwischen  die  Brüche  ^     und  y    ,  sowie  zwi- 

sehen  --  und  -9—  .  .  .   verschiedene    Brüche    einschalten    kann, 

die  grösser  sind  als  a,  die  aber  immer  kleiner  werden,  und 
die  so  beschaffen  sind,  dass  sie  die  Grösse  a  genauer  dar- 
stellten, als  es  irgend  ein  Bruch  grösser  als  a  vermöchte,  der 
mit  kleineren  Ziffern  ausgedrückt  wäre. 

Auf  diese  AVeise  erhalten  wir  folgende  Reihen  von  Brüchen, 
die  gegen  a  convergiren. 


Bröehe  mit  wachsenden  Werthen,  kleiner  als  a 

J_      B-IrA       2B-I-A       ZB^A 
A,'  B,+A,'  2B~^A,'  ZB,-{-A,- 

yB-hA      C     D+C       2D-hC      3D-tC 


'/B.-^A,'  c\'  D,^C\'  iD,-^r'  zD,-tr'- 
sD+G     E_     F-\-E 


Brnehe  mit  abnehmenden  Werthen.  grösser  als  a. 


1  2       •         i 

ßA-\-\     B      C^B      2C-{-B 


ß      '  B,'  C\-hB,'  2C,^B, 
dC-^B     D     E-hD 


dC,-^B,'  D,'  E,^D,     ■■■•' 

Wenn  a  irrational  oder  transeendent  ist^  so  setzen  sich 
vorstehende  Seihen  ins  Unendliche  fort,  da  die  ßdhe  der 
Brnehe 

-li    ^    ^ 
A^  B^  C, ' 

die  wir  fortan  Hanptbrnche  nennen  wollen,  zum  Unter- 
schiede ron  den  Zwischenbrnchen.  selbst  ins  Unendliche 
fortschreitet  (Xo.  10]. 

Wenn  aber  a  rational  ist  nnd  gleich  irgend  einem  Brache 

F 
— .  so  haben  wir  an  der  angefahrten  Stelle  gesehen,  dass  die 

Beihe  absehliesst,  nnd  dass  der  letzte  Werth  der  Beihe  der 

r 

Brach—  selbst  sein  wird;  folglich  wird  dieser  selbe  Brach 

anch  eine  der  beiden  vorstehenden  Beihen  abschliessen.  aber 
die  andere  Beihe  könnte  sich  immer  noch  ins  Unendliche  fort- 
setzen. 
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Es  sei  in  ilt-r  That  ()  der  letzte  Neuner  des  Ketteubniches; 

alsilann  wird    ,      der    letzte   Ilanpthnieh    sein   und    die    Reihe 

"^  .  .         .       .  D 

der   ISniclif,    die   jj:riisser   sind   als   n .    wird   mit   diesem  ab- 

schliesscn;   aber  die   andere  iieihe  von  BrüeUen,   kleiner  als  a, 

C  D 

wird  bei  dem  Werthc      -  ,    der  dem  ^=-    voransceht,    ab^ebro- 

(\  7),  »        5  e 

(hell ;   um  sie  fortzusetzen  i>t  zu  ül)erleg:cn,   dass  der  Nenner  f, 
der  auf   d    folgen   sollte,    gleich    uiiriullich   sein    wird  (No.  3); 

so  dass  _,  ,  welches  dem    ^    in    der  lleihe    der    Ilauptbrüche 

folgen   würde,   gleich 

ooD-\-  C         D 


ooD,  +  C\       D, 

wäre;  nach  dem  Gesetz  der  Zwisehenbrüehe   künute   mau   also 

('  E 

ofieu)}ar     zwischen  und    -—  eine  unendliche    Menge    von 

(  E 

Zwischenbrüchen  einschalten,  nämlich 

D-\-C       2D+G       Si'+C 


i),  +  (7/  2D, +  C,'  3D, +  6','    •  •  • 

C 
In  diesem  Falle   kann  man  also  nach  dem  Bruche  -,,     in 

der   ersten   Reihe   von  Brüchen   noch    unendlich   viele   Brüche 
einschalten. 


Aufgabe. 

19.  Eh  sei  ein  BrucJi  gegeben  mit  einer  grosse^i  Anzahl  von 
Ziffern;  es-  sollen  alle  Bräche  in  Ideincren  Ziffern,  angegchen,  icerden, 
die  de)n  wirklichen  Werthe  so  nrdie  liegen,  dass  es  nicht  möglich  ist^ 
eine  grössere  Annäherung  %u  erzielen  ohne  Anwendung  grösserer 
Ziffern.  Auf  Grund  der  vorstehenden  Theorie  ist  dieses  Problem 
leicht  zu  lösen. 

Man  wird  zunächst  den  gegebenen  Bruch  in  einen  Ketten- 
))ruch  verwandeln  nach  der  in  No.  4  gegebenen  Methode,  in- 
dem mau  alle  Werthe  nimmt,  die  kleiner  als  der  gegebene 
sind,  damit  die  Zahlen  ß^  ;',  (),...   alle  positiv  seien;  alsdann 
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bilde    man    mit    Hülfe    der   Formeln    in   No.   10    die    Brüche 

4,  #,  -?,..,  ,la„„  wiva  cU.,-  lewe  de,.elbeu  „otlnvenaig 

gleich  dem  gegebenen  Bruche  sein ,  da  in  diesem  Falle  der 
Kettenbriu'h  endlich  i.st.  Diese  Bruclnverthe  werden  abwech- 
selnd kleiner  und  grösser  sein,  als  der  gegebene  Bruch  und 
werden  folgweise  immer  grössere  Ziffern  enthalten;  zudem  wird 
ein  jeder  dieser  Brüche  sich  mehr  dem  gegebenen  Werthe 
nähern,  als  es  irgend  ein  anderer  Bruch  in  einfacheren  Ziffern 
thäte.  Auf  diese  Weise  würde  man  alle  Brüche  erschöpfen, 
die  in  kleineren  Werthen  der  Ziffern  möglich  wären. 

Will  man  die  kleinereu  Näherungswerthe  und  ebenso 
die  grösseren  für  sich  betracliten ,  so  wird  man  zwischen 
die  vorhergehenden  Brüche  so  \iel  Zwischenwerthe  als  mög- 
lich einschalten,  und  man  wird  zwei  Reihen  convergentev 
Brüche  bilden,  deren  eine  nur  kleinere,  die  andere  nur 
grössere  Werthe  als  der  vorgelegte  Bruch  enthält  (No.  10.  17 
und    18j;    eine  jede    dieser    Reihen    Avird    für    sich   dieselben 

Eigenschaften  haben  wie  die  Ilauptbrüche  — -,  -z— ,  — -,  .   .   .; 

denn  in  jeder  Reihe  werden  die  Brüche  in  immer  grösseren 
Ziffern  sich  folgen  und  in  beiden  findet  eine  fortwährende 
Annäherung  an  den  gegel)enen  Bruch  statt  und  zwar  besser, 
als  es  irgend  ein  anderer  Bruch  thäte  in  noch  einfacheren 
Ziffern. 

Uebrigeus  kann  es  vorkommen,  dass  sich  ein  Zwischenl)ruch 
der  einen  Reihe,  obwohl  in  minder  einfachen  Ziffern  ausge- 
drückt, dem  wahren  Werthe  weniger  nähert,  als  einer  der 
anderen  Reihe;  darum  wird  man  die  Zwischenbrüche  nur  dann 
anwenden,  wenn  die  gesuchten  Brüche  alle  kleiner  oder  alle 
grösser  sein  sollen,  als  der  gegebene  Bruch. 


I.  Beispi  el. 

20.  NachL«  CaUk  hat  das  Sonnenjahr  365*  5^'  48'"  49 % 
und  es  ist  mithin  5^  48'"  49^  länger  als  das  gemeine  Jahr; 
wäre  diese  Differenz  genau  gleich  0  Stunden,  so  ergäben  diese 
einen  Schalttag  am  Ende  von  vier  geuieinen  Jahren;  will 
man  aber  wissen,  nach  wie  viel  geuuMuen  .lahren  diese  Diffe- 
renz genau  eine  gewisse  Anzahl  von  Tagen  ausmacht,  so 
nuiss    man    das  Verhältuiss    \i)u   21   Stunden    zu   ">  •'  4S"'  49  ** 
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bfstinninMi.   uml  man  tiiuk't 


b6100 


so    (lass   man   sasrcn  kann, 


2092!)' 

(lass    naili    86  400    gemeinen  Jahren    man    20  929  Tage    ein- 
sclialtcn   müsste,  nm  sie  in  tropische  Jahre  zu  verwandeln. 

Da  der  IJruch durch  sehr  grosse  Ziflern  ausgedrückt 

20929 

ist,    so  soll  mau  iu  kleineren  Zifleru  Verhältnisse  darstellen, 

die  sich  so  viel  als  möglich  jenem  nähern. 

Man   wird  also    in    einen    Kettcnitrucli    entwickeln 

2U929 

nach    der    in  No.  4   gegebenen  Kegel,    die    libereinstimnit    mit 

der  Kegel ,    den  grössteu  gemeinsamen  Theiler  zweier  Zahlen 

y.n  linden :  man  erhält 


20929 

86400 
83716 

4  =  « 

2684 

20929 

18788 

T=ß 

2141 

2684 
2141 

i=y 

543 

2141 
1629 

3  = 

d 

512 

543 

512 

31 

1  = 

512 
496 

16 

16 

31 
16 

15 

1  =  // 


1  =  0- 


lb  =  l. 


Da  man  nun  alle  Quotienten  «,  ß^  /,   .  . 

Ä      B 
es  leicht,  die  Reihe  —-,-=—,...,  zu  bilden: 
A ,     B, 


kennt,    so  ist 


4, 

7, 

h 

3, 

1, 

16, 

1, 

1, 

15, 

4 

2y 

:(:! 

12S 

101 

2704 

2st)5 

55G9 

so  100 

1   ' 

7   ' 

s  ' 

31   ' 

;i9  ' 

()55   ' 

Ü94  ' 

11519  ' 

20929  ' 
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und  man  erkennt,  dass  der  letzte  Bruch  gleich  dem  gegebe- 
nen ist. 

Um  das  Einrichten  dieser  Brüche  zu  vereinfachen,  schreibt 
man  zuerst,  wie  ich  es  vorstehend  gethan  habe,  die  Keihe 
der  Quotienten  4,  7,  1,  .  .  .,  und  .schreibt  unter  diese  Coeffi- 
cienten  die  Brüche  ^,   %^^    '^-^^^   .  .  .,   die  sich  ergeben. 

Der  erste  Bruch  wird  immer  als  Zähler  diejenige  Zahl 
haben,  die  als  erster  Quotient  auftritt  und  als  Nenner  die  Einheit. 

Der  zweite  hat  als  Zähler  das  Product  aus  dem  ersten  in 
den  zweiten  Quotienten  und  der  Einheit,  und  als  Nenner  den 
zweiten  Quotienten  selbst. 

Der  dritte  hat  als  Zähler  das  Product  des  dritten  Quo- 
tienten mit  dem  Zähler  des  zweiten  Bruches,  vermehrt  um  den 
Zähler  des  ersten  Bruches,  und  als  Nenner  das  Product  des 
dritten  Quotienten  mit  dem  Nenner  des  zweiten  Bruches,  ver- 
mehrt um  den  Nenner  des  ersten  Bruches. 

Im  Allgemeinen  wird  jeder  Bruch  als  Zähler  das  Product 
aus  dem  entsprechenden  Quotienten  mit  dem  Nenner  des  vor- 
hergehenden Näheruugsbruchcs,  vennclirt  um  den  Zähler  des 
nächst  vorhergehenden  Nälicruiigsbruches  lm1)en,  und  als  Nenner 
das  Product  dieses  selben  Quotienten  mit  dem  vorhergehenden 
Nenner,  vermehrt  um  den  Nenner  des  diesem  vorhergehenden 
Bruches.    Also  kommt : 

29  =  7.4+1,     7  =  7,     33=1.29  +  4,     8=1.7  +  1. 
128  =  3.33  +  29,     31  =  3.8  +  7. 

u.  s.  f.;  und  dieses  stimmt  mit  den  Formeln  in  No.  10  überein. 

Man    ersieht  jetzt    aus  den   Brüchen  -{  ,  -^^.  -^ dass 

die  einfachste  Schaltung  diejenige  von  einem  Jahre  nach  vier 
Jahren  ist,  und  diese  ist  die  Grundlage  des  Julianischen  Kalen- 
ders ;  aber  man  würde  sich  der  Wahrheit  mehr  nähern,  wenn 
man    7   Tage    nach    29  Jahren    einschaltete    oder    S  Tage    in 

33  Jahren  u.  s.  f. 

Ferner  bemerkt  mau,   dass,   da  die   Brüclie    |.    --^,    '^r^^   ah- 

wechselnd  kleiner   und   grösser    sind    als  der  gegebene  Brucli 

24^ 
MISS  oder      ,    l ,    die  Einschaltung    von    einem  Tage 

auf  vier  Jahre  zu  stark  ist,  die  von  7  Tagen  auf  29  Jahre 
zu  gering,  die  von  8  Tagen  auf  33  Jahre  zu  stark,  u.  s.  f.; 
aber  eine  jede  folgende  Schaltung  ist  die  genaueste  für  den 
entsprechenden  Zeitraum. 
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Hilili't  man  nun  zwei  liesoiulor«'  Kt'ilu'ii  der  aufstcigi'iitleii 
1111(1  der  al»slfigi'ii(ltii  Wcrtlie,  so  kann  man  noch  viTscliicdonc 
l>riiflu'  znr  Vervollständigung  di-r  lii-ilicn  cinscbalton;  man 
wird  ebeuso  wie  vorhin  verfahren,  indem  man  nur  folgweise 
an  Stelle  eines  jeden  der  Quotienten  alle  ganzen  Zahlen 
nimmt,  die  kleiner  als  dieser  Quotient  sind  (falls  es  welche 
giebt). 

Betrachtet  man  zuerst  die  Ueihe  zunehmender  Bruehweithe 

I,      1,        1,       15, 

4^       ;W        UU       2S(i5       SG400 
1  '     8"'      3«  '    "ÖOT'    20929' 

so  erkennt  mau,  dass,  da  die  Quotienten  beim  zweiten,  dritten 
nnd  vierten  gleich  l  sind,  sich  kein  Bruch  einschalten  lässt; 
da  aber  der  letzte  Quotient  gleich  15  ist,  so  wird  man  14 
Brüche  einschalten  können ,  deren  Zähler  die  arithmetische 
Reihe  bilden  werden : 

2865  4-5569,     2865  +  2.5569,     2865  -f  3  .5569,  .  .  . , 

und  deren  Neuner  auch  eine  solche  bilden 

694+1349,     694  +  2.1349,     694  +  3.1349,... 

Hierdurch  erhält  man  die  vollständige  Reihe  wachsender 
Brüche 

j_  33  m  2865  8434  14003  ^0572  25141  307 10  36279  41848  ^ 
1  '   8  '   39  '   694  '  2043  '   3392  '   4741  '   Ü090  '   7439  '   8788  '  10137  ' 

47417   .52986   .58.55.5   64 124   69693   75262   80831   •86400 
11486'   12sli5  '   141S4'   15.533  '   1(iSH2  '   11*231  '   19580  '   20929* 

Da  der  letzte  Bruch  zugleich  der  gegebeue  ist,  so  kann 
diese  Reihe  oftenbar  nicht  weiter  fortgesetzt  werden. 

Hieraus  ersieht  man ,  dass ,  wenn  man  nur  überschüssige 
Schaltungen  machen  will ,  die  einfachsten  und  genauesten 
die  von  einem  Tage  auf  4  Jahre  und  von  8  Tagen  auf 
33  Jahre,  oder  von  39  Tagen  auf  161  Jahre  sein  werden 
und  so  fort. 

Betrachten  wir  nun  die  abuehmeiide  Reihe 

7,     3,      16,       1 

29      _128      2704      5569 
7  '      31  '     655  '    1349 ' 
Oslwald's  Klassilscr.     103.  ,3 
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so  kann  man  wegen  des  ersten  Quotienten  7  sechs  autlere 
Brüche  vorher  eiusclialten ,  deren  Zähler  die  arithmetische 
Reihe  4+1,  2.4  +  1,  3.4  +  1,...,  bilden  und  deren 
Nenner  die  Reihe  1,  2,  3,  ...  geben;  ebenso  wird  wegen 
des  Quotienten  3  die  Einschaltung  zweier  Brüche,  dann  weiter- 
hin 15,  wegen  des  Quotienten  16;  aber  nach  diesem  kann, 
weil  der  Quotient   1   folgt,  keiue  Schaltung  statthaben. 

Man  bemerke  ferner,  dass,  da  die  vorstehende  Reihe  nicht 
mit  dem  gegebenen  Bruche  abschliesst,  man  sie  noch  beliebig 
weit  fortsetzen  kann,  wie  das  in  No.  18  erläutert  wurde.  Man 
erhält  auf  diese  Weise  folgende  Reihe  von  al)nehmenden 
Brüchen : 

5   9   13   17   21   25   29   62   95   128   2^9   450   611   772   933 
1  '  2  '  3  '  4  '  "5"  '  6  '   7  '  15  '  23  '  31  '  70  '  1U9  '  14S '   187  '  226 ' 

1094   1255   1416   1577   1738   1S99   2060   2221   2382   2543   2704   5569 
205  '  304  '  343  '  382  '  421  '  460  '  499  '  53S  '  577  '  616  '  655^  '  1349  ' 

91969   178369   264769   351169   437569 

22278  '   43207  '   64136  '  85065  '  105994  '  '  '  '  ' 

diese  sind  alle  kleiner  als  der  gegebene  Bruch  und  sie  nähern 
sich  demselben  mehr  als  jeder  andere  Bruch  mit  einfacheren 
Zifferu. 

Mau  kann  daraus  eiitliehmen ,  dass ,  Avenn  man  nur  auf 
diejenigen  Schaltweisen  Rücksicht  nimmt,  bei  denen  die  Schal- 
tung zu  klein  ist,  der  einfachste  und  genaueste  Fall  der  von 
einem  Schalttage  auf  fünf  Jahre  wäre  oder  von  zwei  Tagen 
auf  neun  Jahre  oder  von  drei  Tagen  auf  dreizehn  Jahre  u.  s.  f. 

Beim  gregorianischen  Kalender  schaltet  man  bloss  97  Tage 
ein  in  4üü  Jahren;  die  vorstehende  Tal)elle  zeigt,  dass  man 
viel  grössere  Genauigkeit  erreichte  durch  Einschaltung  von 
109  Tagen  in  450  Jahren. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  mau  bei  Einführung  des 
gregorianischen  Kalenders  der  Berechnung  der  Jahresläuge  eine 
Angabe  von  Copernicus  zu  Grunde  legte,  nämlich  305^  5'' 
49"'  40*^.  Auf  Grund  dieser  Angabe  hätte  man  niclit  den 
Bruch  lüyof)  sondern  oof/öo  ^'^^'^"  TiiV'  hiernach  ergäben  sich 
nach  der  vorigen  Metliode  die  Quotienten  4  ,  S ,  5 ,  3 ,  und 
daher  die  Hauptbrüche 
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welchi',  abgesoluMi  von  den  licideii  (M'sten,  zienilii-li  stark  ab- 
weichen von  den  vorhin  ifet'undenon.  Dennooli  trilVt  man  liier 
auf  keinen  Brneli  \,'y',  der  dem  greg:orianisehen  Kalender  zu 
(Iruude  liefet;  nnd  selbst  unter  den  Einschaltungen  in  den 
beiden  Keihen :  |,  Yr^  und-  -^j^^,  ^^^  kann  er  nicht  vorkom- 
meu;  denn  die  Einschaltung  könnte  oftenbar  nur  zwischen 
den  beiden  letzteren  Wcrtlien  statthalien ;  da  nun  der  Quotient 
gleich  '.i  ist,  so  könnten  sich  nur  zwei  Schaltungen  ergeben, 
nämlich  ^^^^  mij  y.i  ;  nian  sieht  also,  dass  man  eine 
genauere  Schaltung  bei  der  gregorianischen  Reformation  ge- 
troflen  hätte,  wenn  man  ilO  Tage  in  371  Jahren  vorgeschrieben 
hätte. 

Keducirt  man  den  Bruch  \J\f  auf  einen  Zähler  gleich 
86  400,  so  käme  l^.jfS)  «entsprechend  einem  tropischen  Jahre 
von  365*^  5''  19'"  12  ^  Bei  solcher  Jalireslänge  wäre  die  gre- 
gorianische Schaltung  vollkommen  genau ;  da  aber  das  Jahr 
nach  den  Beobachtungen  um  20  Secunden  kürzer  ist,  wird 
man  offenbar  nach  einer  gewissen  Zeit  eine  neue  Schaltung 
vornehmen  müssen. 

Will  man  au  La  Caillc''s  Bestimmung  festhalten,  so  erkennt 
man,  dass,  da  der  Nenner  5)7  des  Bruches  ''o*y  sich  zwischen 
den  Nennern  (tes  fünften  und  sechsten  Hauptbruches  befindet, 
der  Bruch  '3^  sich  mehr  der  Wahrheit  näherte  als  \j'y' ; 
da  übrigens  die  Astronomen  noch  verschiedener  Meinung  sind 
in  Hinsicht  auf  die  Jahreslänge,  so  wollen  Avir  keine  weitere 
Ansicht  äussern;  auch  wollten  wir  vorstehend  nur  nachweisen, 
welchen  Vortheil  man  vom  Gebrauch  der  Kettenl)rüclie  ziehen 
kann;  deshalb  fügen  wir  noch  ein  Beispiel  hinzu. 


II.  Beispiel. 

21.  Wir  haben  schon  in  No.  8  den  Kettenbruch  gegeben, 
der  das  Verhältniss  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser  aus- 
drückt, sofern  die  Angabe  von  Ludolph  zu  (Jrunde  gelegt  Avird; 
man  braucht  also  nur  gerade  so  wie  im  vorigen  Beispiele  die 
Beihe  der  gegen  diese  Grenze  convergireudeu  Brüche  zu  be- 
rechnen und  erhält : 

3,      7,      15,      1,       292,         1,  1,  1,  2,  1, 

£   22   TO   j)55   103003   104348   208341   312689    833719    1146408 
1  '   T  '   106'   113'   33102  '   33215  '   Ü6317  '   99532  '   2653S1  '   "äÖi'JU  ' 
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1,        1,       15,        3,        13, 
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1,  4,  2,  6, 

6134899525417045    30240273033735921    66627445592888887    430010940591069243 
19527991000^84401  '   9027087726852338'   212081 740233b0107  '   13687073546718734U ' 

6,  1, 

2646093125139304345       3070704071730373588 
842408587420513207"  '     "079345322803700517 


Diese  Brüclie  siiuT  ul)wecliöelnd  kleiner  imd  grösser  als 
tler  wahre  Wertli  des  Verhältnisses,  d.  h.  -f-  ist  kleiner, 
"^^  grösser  n.  s.  f.,  und  jeder  dieser  Brüche  nähert  sieh  dem 
wahren  Werthe  besser,  als  es  irgend  ein  anderer  Brueh  mit 
kleineren  Ziftern  thnt,  oder  allgemeiner,  der  einen  kleineren 
Nenner  hat  als  der  folgende  Brueh;  so  dass  mau  versiehern 
kann,  der  Bruch  y  komme  der  Wahrheit  näher  als  irgend  ein 
Bruch  mit  einem  Nenner  kleiner  als  7;  ebenso  nähert  sich 
2^2  besser  der  Wahrheit  als  irgend  ein  Bruch  mit  einem  Nenner 
kleiner  als   lOG;    ähnlich  steht  es  mit  den  anderen  Werthen. 

Der  Fehler  eines  Jeden  Ilauptbruches  wird  stets  kleiner 
sein  als  die  Einheit,  dividirt  durch  das  Product  des  Neuners 
dieses  Bruches  mit  dem  Nenner  des  folgenden.  So  ist  der 
Fehler  von  ^-  kleiner  als  ^,  der  von  '^f  kleiner  als  y-.-fif,-, 
u.  s.  f.,  aber  zugleich  wird  der  Fehler  eines  jeden  Bruches 
grösser  sein  als  die  Einheit,  di\  idirt  durch  das  Product  dieses 
Nenners  mit  der  Summe  dieses  und  des  folgenden  Nenners: 
so  dass  der  Fehler  des  Bruches  j  grösser  ist  als  J.  der  \o\\ 
y^  grösser  als   7-^x3    u.  s.  f.   ...  {No.  14). 

Wollte  man  nun  die  kleineren  Näheruiigswerlhe  \on  den 
grösseren  trennen,  so  könnte  man,  durch  passende  Einschal- 
tung, zwei  Beilien  von  Brüchen,  eine  zu-  und  eine  almeluncnde, 
bilden  und  erhielte  auf  diese  Weise: 
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l'.n'iclic   kleiner  als     i. 
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Jeder  Bruch  der  ersten  Reihe  nähert  sich  besser  dem 
wahren  Werthe,  als  es  irgend  ein  Bruch  mit  kleinereu  Ziftern 
tlint,  der  zugleich  unter  dem  vorgesetzten  Werthe  bleibt;  und 
jeder  Bruch  der  zweiten  Bei  he  nähert  sich  mehr,  als  es  irgend 
ein  anderer  Bruch  mit  kleinerem  Neuner  thut^  dessen  Werth 
grösser  ist  als  der  wahre. 

Uebrigens  .würden  diese  Reihen  selir  umfangreich  werden, 
wenn  wir  sie  so  weit  entwickeln  wollten,  wie  vorstehende 
Hauptbrüche  es  ermöglichten.  Die  dieser  Abhandlung  ge- 
steckten Grenzen  gestatten  uns  nicht  dieselben  hier  wieder- 
zugeben :  man  findet  sie  aber  im  IX.  Kapitel  der  Ah/chra  von 
f(V<//w  [Operum  »lathoiiat.  vol.  11). 


Beine  rkung. 

22.  Die  erste  Lfisung  dieses  Problems  hat  Wallis  gegeben 
in  einer  kleinen  Abhandlung,  die  er  den  posthumen  Werken 
von  Ilorrociiis  hinzugefügt  hat;  man  findet  sie  an  dem  ange- 
führten Orte  in  seiner  Algebra;  aber  die  Methode  dieses 
Autors  ist  eine  indirecte  und  sehr  schwerfällige.  Die  von  uns 
vorgetragene  stammt  von  Huyghens^  und  man  muss  sie  für  eine 
der  Hauptentdeckungen  dieses  grossen  CJeometers  halten.  Es 
scheint,  als  hal)e  die  Coustruction  seines  planetarischen  Auto- 
maten den  Anlass  gegeben.  In  der  That,  AVoUte  man  genau  die 
Bewegungen  und  die  Perioden  der  Planeten  ausdrücken,  so 
müsste  man  Räder  anwenden,  bei  denen  die  Zahlen  der  Zähne 
genau    in    demselben    Verhältniss    stehen    wie    die    fraglichen 
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Perioden ;  da  man  aber  uieht  die  Anzahl  der  Zäline  ü])er  ein  ge- 
wisses Maass  hinaus  vermehren  kann,  welches  von  der  Grösse 
des  Rades  abhängt,  und  da  die  Perioden  der  Planeten  in- 
commeusurabel  sind  oder  wenigstens  genau  nur  durch  eine 
grosse  Anzahl  vonZifleru  wiedergegeben  werden  können,  so  muss 
man  sich  zu  einer  Anuähernng  entschliessen  und  die  Schwierig- 
keit besteht  darin,  Verhältnisse  in  kleineren  Zitiern  anzugeben, 
die  sich  mögliehst  der  Wahrheit  nähern  und  zwar  besser,  als 
es  irgend  ein  Bruch  mit  kleinern  Ziffern  thäte. 

Huyglicns  löst  diese  Aufgabe,  wie  wir,  durch  Kettenbrüche; 
er  lehrt  dieselben  durch  fortgesetzte  Di\dsion  bilden  und  deckt 
dann  die  Haupteigenschaften  der  convergirenden  Brüche  auf. 
ja  sogar  mit  Beachtung  der  Zwischenbrüche.  (Vergl.  seine 
Opera  posthuma,  die  Abhandlung:  Descriptio  automati  pla- 
netarii). 

Andere  grosse  Geometer  haben  nachher  die  Kettenbrüche 
allgemeiner  behandelt.  Man  findet  namentlich  in  den  Peters- 
burger Commentarien  (Bd.  IX  u.  XI  der  älteren  und  Bd.  IX  u.  XI 
der  neueren)  Abhandlungen  von  Eulcr  über  diesen  Gegenstand, 
die  selir  gelelirt  und  geistreich  sind;  aber  die  arithmetische  Seite 
der  Theorie,  die  besonders  interessant  ist,  hat  noch  nicht  die 
verdiente  Beachtung  gefunden:  das  war  der  Anlass  zu  dieser 
kleinen  Abhandlung,  die  die  Geometer  mit  jeuer  Theorie  ver- 
traut machen  sollte.  (Vergl.  auch  Berliner  Althandlungen  von 
1767   und   17G8*). 

Es  findet  übrigens  diese  Theorie  eine  umfangreii-he  An- 
Avendung  in  der  gesammten  Arithmetik,  und  wenig  Probleme 
dieses  Gebietes,  wenigstens  unter  denen,  die  mit  gewöhnlichen 
Methoden  nicht  gelöst  werden  können,  giebt  es,  die  nicht 
direct  oder  indirect  mit  ihr  zusammenhängen.  Johann  Brrnonlli 
hat  soeben  eine  glückliche  und  nützliche  Anwendung  gemacht 
in  einem  neuen  Calcul,  den  er  sich  ersann  zur  Ausrechnung 
der  Proportionaltheile  bei  Tabellen.  (Vergl.  Band  1  seines 
Kecueil  pour  les  Astronomes). 


*)  (Euvres  de  Lar/ranr/c,  t.  II.  p.  SiiS  und  öSl. 
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§  II.  Methoden  zur  Bestimmung  der  ganzen  Zahlen,  die   Minima 
der  unbestimmten  Formen  mit  zwei  Unbekannten  ergeben. 

Die  Fragen,  mit  denen  wir  uns  jetzt  Itesebäftigeu  und  fiir 
welche  wir  direetc  und  allgemeine  Methoden  geben  wollen, 
sind  völlig  neu  in  der  uubestimmten  Analysis.  Man  hatte 
bisher  diese  Analyse  nicht  auf  die  Probleme  der  Maxima  und 
^liuiuia  bezogen;  wir  -wollen  hier  die  Minima  der  ganzen 
homogenen  rationalen  lirüche  mit  zwei  Unbekannten  bestimmen, 
wenn  diese  Unbekannten  ganze  Zahlen  sein  sollen.  Diese 
Untersuebuiig  wird  uns  wieder  auf  die  Theorie  der  Ketten- 
briiehe  fiibreu,  und  wird  dazu  dienen,  dieser  Theorie  einen 
höheren  Grad  von  Vollkommenheit  zu  geben. 

I.  Aufgabe. 

23.  Es  sei  eine  positive  Grösse  a  gegeben,  y  und  z  seien 
ganxc  positiir  Zahlen,  die  relativ  zu  einander  i^rim  sind;  man 
verlangt  die  Werthe  dieser  ZaJden,  die  den  Ausdruck  y  —  a%, 
abgesehen  vom  Zeichen,  zu  einem  Minimum  machen  im  Vergleich 
mit  allen  kleineren  Zahlen,  die  man  sonst  noch  für  y  und  z 
setzen  könnte. 

Es  seien  p  und  q  zwei  ganze  relativ  prime  Zahlen,  die, 
für  y  und  z  eingesetzt,  die  Form  y  —  az  kleiner  ausfallen 
lassen,  als  wenn  man  irgend  andere  kleinere  Zahlen  als  p 
und  q  einsetzte.  Nennt  man  also  r  und  s  irgend  zwei  posi- 
tive relativ  prime  Zahlen,  die  aber  kleiner  sind  als  p  und  q, 
so  soll,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  p  —  aq  kleiner  sein  als 
r  —  as ,  d.  h.  beide  Grössen  positiv  genommen.  Wälilen  wir 
/•  und  s  so,  dass  ps  —  qr  =  ±  l  ist,  w^obei  das  obere  Zeichen 
i\\x  p  —  aq  positiv  und  das  untere  für  7?  —  aq  negativ  gilt. 
(Wir  werden  bald  sehen,  dass  es  stets  Zahlen  giebt,  die 
dieser  Bedingung  genügen.)  Ich  werde  nun  beweisen,  dass  die 
anderen  Zahlen,  kleiner  als  p  und  q,  die  man  für  y  und  z 
einsetzen  könnte,  den  Ausdruck  y  —  az,  abgesehen  vom  Zei- 
chen grösser  als  p  —  aq  und  als  /•  —  as  Averden  lassen. 

In  der  That  kann  man  allgemein  annehmen,   dass 

//  ^ pt  -\-  ru,   z  ^=  qt  -f-  s/r 

sei,  wo  t  und  ic  zwei  Unbekannte  sind;   durch  Auflösung  dieser 
Gleichungen  erhält  mau  aber 
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sy  —  rz  rjy  —  pz 

t  = ,    u  = ; 

j)S  —  qr  qr  —  ps 

folglielij  "Nveil  ps  —  qr  =  zh  1  ^ 

t  =  zk  (fti/  —  rz),  u  ^=  ±  (qy  —  pz)\ 

woraus  erhellt,  dass  t  iiud  ii  stets  ganze  Zahlen  sein  werden, 
da  j?,  ry,  ?•,  .9,  y  imd  z  es  sind. 

Da  nun  t  und  u  ganze,  und  p^  (/,  ?•,  s  ganze  positive  Zahlen 
sind,  so  ist  es  klar,  dass,  wenn  y  und  z  kleiner  sein  sollen, 
als  p  und  f/,  t  uud  u  verschiedene  Zeichen  haben  müssen. 

Bemerken  wir  nun,  dass  auch  r — as  ein  anderes  Zeichen 
haben  Avird,  als  p  —  (iq;  denn  es  sei  p  —  aq  =  I'  und 
r  —  as  =  R,  so  Avird 

-  =  r/  -f  -  ,     -  =r  r/  +  — 
q  '1        ^"^  s 

aber   die  Beziehung  ps  —  qr  =  ±  1   giebt =  dr  — ; 

q        s  qs 

folglich  ist 

q  s  ~  ~  qs  ' 

und  da  das  Doppelzeiehen  conform  mit  dem  von  p  —  07  oder 

r  vorausgesetzt  wird,  so  muss positiv  sein,  wenn  /* 

positiv  ist,  und  negativ,  Avenn  /^negativ  ist:  da  nun  .s  <^  7  und 

P        P 
^^  7^  (Voraussetzung),  so  ist  um  so  mehr       ^ — ,  abgesehen 

P       li  .  .       ■'         '^       / 

vom  Zeiclien ;  also  hat immer   ein   anderes  Zeichen  als 

li  'l 

— ,  d.  h.  als  i?,  da  .s'  positiv  ist;  mithin  haben  7' und  7t*  ver- 
schiedene Zeichen. 

Dieses  vorausgeschickt  erhält  man  durch  Einsetzung  von 
y  uud   •..  in  obige  AVerlhe, 

y  —  az  ■=  ip  —  nq)  t  -\-  (r  —  as]  k  =  Pf  -\-  Pii : 

da  aber  /  und  /(  ebenso  wie  P  uud  7'  vorschiodoue  Zeichen 
haben,  so  sind  77  und  li/i  von  gleichem  Zeichen:  da  ferner 
/  und  u  ganze  Zahlen  sind,  so  wird  oöenbar  der  Werth  von 
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//  —  a  i  stets  g^rösser  sein  als  P  uiul  als  ii,  d.  li.  als  die 
Werthe  von  p  —  r/7  uuil  von  r  —  os^  abgesehen  vom  Zeichen. 
Es  bleibt  aber  noch  übrig,  zu  untersuchen,  ob  man,  wenn  2^ 
und  7  gegeben  sind,  immer  Zahlen  r  und  .s  finden  könne,  die 
kleiner  sind  als  jene,  und  ZAvar  solche,  die  ps-  —  qr  =  ±  1 
•Mgeben  bei  beliebiger  Annuhuie  des  noppelzeiehens;  dies  folgt 
al)er  aus  der  Theorie  der  Ketteul)rüelie;  man  kann  es  aber 
aufh  direet  und  unabhängig  von  dieser  Theorie  beweisen. 
Die  Öclnvierigkeit  besteht  darin  zu  zeigen,  dass  es  eine  ganze 
positive  Zahl  giebt  kleiner  als  p,  die  für  ?•  eingesetzt  den 
Ausdruck  >jr  ±  1  durch  p  theilbar  erscheinen  lässt;  angenom- 
men man  setze  folgweise  für  r  die  Reihe  der  natürlichen 
Zaiilen  ein  1,  2,  3,  .  .  .  bis  p  und  mau  theile  q  ±  1,  2q  ±  1, 
37  dr  1,  .  .  .,  7^7  ±:  1  durch  p,  so  erliält  man  j)  Reste  kleiner 
als  j;,  die  sämmtlich  von  einander  verschieden  sein  werden; 
denn  wenn  z.  B.  niq  ±  1  und  nq  zh  l  (wo  vt  und  n  ver- 
schiedene ganze  Zahlen  bedeuten,  die  nicht  grösser  als  j)  sind) 
durch  p  getheilt  denselben  Rest  gäbe,  so  niüsste  auch  ihre 
Differenz   {»t — n]  q   durch  p   theilbar   sein;    allein    das    kann 

nicht  sein,  weil  7  relativ  prim  gegen  j)  und  m ii  kleiner  ist 

als  ]}.  Da  nun  alle  Reste  ganze  positive  Zahlen  kleiner 
als  2^  sind,  und  sämmtlich  von  einander  verschieden,  und 
da  es  p  Reste  giebt,  so  muss  offenbar  die  Null  unter  diesen 
Resten  vorkommen  und  mithin  muss  eine  der  Zahlen  7  ±  1, 
27drl,  37ifc:l,  ...,  ^)7±1  durch  p  theilbar  sein;  nun 
kann  das  offenbar  nicht  die  letzte  dieser  Zahlen  sein,  folglich 
giebt  es  sicher  einen  Werth  von  r  kleiner  als  7>,  der  rq  dz  1 
durch  2>  theilbar  macht;  der  Quotient  Avird  zugleich  offenbar 
kleiner  als  7  sein;  also  wird  es  stets  einen  ganzen  positiven 
Werth  von  r  kleiner  als  jj  geben  und  einen  anderen  Werth 
von  s  kleiner  als  7,  die  den  (Ueichungen  genügen: 

qr  i  l 
s  =  ~ ,  oder  ps  —  <jr  =  ±  1. 

24.  Man  ersieht  aus  Vorstehendem,  dass  unter  den  Zahlen, 
die  kleiner  sind  als  j;  und  7,  die  Zahlen  r  und  s  die  Form 
y  —  az  zum  Minimum  machen. 

Zur  Vereinfachung  wollen  wir  die  Zahlen  r  und  .'^  mit^?,  und 
q^  bezeichnen,  dann  hat  man  die  Bedingung  j)7,  —  q2)^  =  ±  1, 
und  die  Grössen  jj  —  07,  p^  —  aq^  werden  die  zwei  sich 
folgenden  Minima  in  der  Reihe  der  Werthe  für  y  —  ax,  sein, 
die  man  erhält,    wenn  man  für   y    und   ;   alle  Zahlen  nimmt, 
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die  nicht  p  und  7  übertreffeu :  diese  Minima  werden  verschie- 
dene Zeichen  haben  und  das  zweite  wird  unmittelbar  das  erste 
übertreffen. 

Man  kann  ebenso  zwei  andere  Zahlen  7;,  und  q^_  finden, 
die  kleiner  als  j)^  und  7,  sind,  und  die  zu  diesen  dieselbe 
Beziehung  haben,  wie  7),  und  7,  zu  p  und  q.  Da  nun  ;>,  —  nq^ 
entgegeugesetztes  Zeichen  hat,  Avie  p  —  aq^  so  muss  man 
Pili  — ^\Pi  =  ±  1  machen;  die  Grösse  j)^  —  07^  ^'wA.  ent- 
gegengesetztes Zeichen  haben,  wie  p^  — aq^  und  wird  grösser 
sein;  aber  zugleich  wird  sie  kleiner  als  jeder  andere  Werth 
von  y  —  az  sein,  so  lange  y  und  z  kleiner  sind  als  7),  und  7,. 
Setzt  man  dieselbe  Ueberlegung  fort,  so  wird  man  auch  Zahlen 
^jj,  7^,  kleiner  als  /;., ,  7.,  finden,  so  dass 

Pt'h  —  Qdh  =  —  Ij 

die  zugleich  dem  AVerth  7^3  —  aq^  entgegengesetztes  Zeichen 
ertheilen,  wie^;,  —  aq^^  und  grösser  als  79,  —  aq, ,  aber  kleiner, 
als  wenn  man  für  7^3  und  7,  andere  "Werthe  kleiner  als  p^_ 
und  7,  nähme,  u.  s.  f. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  zwei  Reihen  von  abnehmen- 
den gauzeu  Zahlen,  7;,  7?,,  7^^,  p^  .  .  .,  7.  7,,  7^,  73,  .  .  ..  so  dass 

P  Qi  —  1  Pi  =  ±  ^ , 
PxQi  —  'UP.i='=^, 


die  folgweise  die  Minima 

P  —  f'lj  Pi—  ^('h  ,  Pi  —  f'U  ,  Pz  —  '?'?,,■••• 

für  die  Form  //  —  a x,  ergeben;  diese  Minima  worden  ab- 
wechselnd von  verschiedenen  Zeichen  sein  und  eine  zunehmende 
Keihe  bilden  ,^  so  wie  jeder  Ausdruck  von  der  Form  p  —  ^7 
ein  Minimum  sein  wird  in  Ilinsiclit  auf  die  Werthe  von  // 
und  >;,  kleiner  als  p  und  7. 

Hieraus  folgt,  dass  die  correspondirenden  Werthe  der  zwei 
Reihen  p-,  p^-,  p^-,  •  .  .,  7,  7,,  7^,  .  .  .,  analoge  Eigenschaften 
haben  und  das  ganze  vorgelegte  Problem  lösen. 

Es  handelt  sich  also  nur  nocli  darum,  die  beiden  Reihen 
zu  bilden. 

Dazu  bemerke  man:  1.  dass  man  durch  Addition  der  Glei- 
chungen 
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P'h  —  'll\  =  —  ^  T  Pi  'li  —  'l\Pi  =  =F  l  J 
erliält : 

{P  —Pi)  7,  —i<l  —  7 J Pi=o,    also    7,  ip  —p^]  =  p^  [q  —  ^J ; 

und  il:i  (lie.se  (ileii  liiuit:  in  ganzen  Zalileu  bestehen  miiss,  und 
da  p^  und  7,  relativ  i)rini  sind  wegen  7;  7,  —  qp^  =  dz  1,  so 
ist  j!> — p^  dureh  j\  tlieilbar ;  es  sei  /<  der  Quotient  dieser 
Division,  so  Mird 

p  —  Pi  =  i'Pi '    ""^^  p  =  fu\  +  Pi ; 

die  Gleichung  geht  daher  über  in 

,"  7i  =  7  —  7i  ?    woraus    7  =  u  7,  +  7^. 
Durch  Verbindung  der  Gleichungen 

Pi 'Ji  —  1\Pi  =  =F  1 ,    Pi'h  —  QiPi  =  —  1 
tindet  man  auf  Grund  ähnlicher  Ueberlegungeu : 

Py  =  /' yPi  +  p, ,     7i  =  ," ,  7.  +  73 , 

wo  u  eine  ganze  Zahl  ist,  u.  s.  f. 

Das  Gesetz  der  beiden  Reihen  ist  also  das  folgende : 

P   =  ,"  P^  +Pi !    7   =  ,"  7i  +  7-2  j 
Pi  =  f'iPi  +  Ps  7    'h  =  ."1  7.2  +  73 , 

Pi  =  f'iP3   +  Pi  :       72   =  ,"2  73    +  74  J 

i^3  =  ."3i'4  +i^5  :     73  =  ."3  74  +  7ö  ? 


>Y0  /< ,  u^,  Uj,  .  .  .  sämmtlich  positiv  sind,  und  die  Zahlen 
P^  Pi^  Pi,  Ps,  •  •  -5  7,  7u  7-2  5  73  >  •  •  •)  zwei  continuirlich  ab- 
nehmende Reihen  bilden. 

Aus  diesem  Gesetz  erkennt  man ,  dass  es  genügen  wird, 
die  Zahlen  «,  /<,,  /^ ,  ...  zu  kennen,  um  alle  Werthe  der 
beiden  Reihen  zu  finden,  sobald  man  nur  die  beiden  letzten 
Glieder  kennt. 

Die  Einsetzung  vorstehender  Werthe  ergiebt: 
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Pi  —  "'h  =  !'i  {Pi  —  ^'7.)  +P3  —  f^'h  1 

Pt  —  <"h  =  ."2   (7^3    —  "'h)   +i>4  —  ^'74  » 

i^3  —  ^'  73  =  ."3  iPi  —  (>■  7j  +  Pö  —  «  75 : 


woraus : 


_  P^^^^'l^  ,    ft7i  —  i^j 

''        Pi  —  fiQi  Pi—ai, 

^;>,  —  ^/7.  I  aq^—Ps 

'       Pi  —  (('/i  Pi  —  "Qi 

„   ^P^  —  ^'h  I   a'h—p4 

' '"     ;>3  — «73  7^3  — «73* 


Wir  liabeu  oben  gesehen,  dass  die  Grössen  j>  —  f/7, 
7?, — a^,,  7;., — f/r/.,,  .  .  .  eine  Reihe  von  Wertlien  geben,  die 
stets  anwachsen  und  die  abwecliselud  positiv  und  negativ  sind: 

1            f  w  1        T    T>  ■■^     P  —  «7     Pi — «71    Pi  —  «7» 
daraus  folgt,  dass  die  Bruche  ^^ ^,   ~ ' ,  — —,  .  .  . 

i>,  —  «7,    i'i  — «7..    ;'3  — «73 

alle  negativ  und   kleiner  als    1    sind,   während   im  Gegentheil 

die  Brüche  ^ ^ ,   — alle  positiv  und  grösser  als  l 

sind.  Da  nun  die  erstereu  zwischen  0  und  —  1  liegen,  so  kann 
mau  diese  Grenzwerthe  an  ihrer  Statt  einsetzen,  woraus  sich 
ergiebt : 

^-q,-P.^a%-Jh_^ 

Pi  —«7,      Pi  —  «7i 

Pi  —  aQi      Pi  —  ('(Ii 
,^^^'h-P.^a9.-P._, 

'     ■  i'3  —  «7^3  P3    —  «73 


Offenbar  genügen  diese  Gren/cu.  um  die  /<-Werthe  zu  be- 
stimmen, da  man  weiss,  dass  sie  säuimtlich  ganze  Zahlen  sein 
müssen.     Es   wird   nunmehr   die  Bestimmuno:  von    ti    nur  von 
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ilen  vior  Werthen  von  j)^,  j>^_,  7,,  7^,  die  von  //,  nur  von 
/'•>?  7*3 ?  Vi'  'l.n  Jibhängen  u.  s.  f.:  kennt  man  also  die  Werihe 
von  y>, ,  p^  und  7,,  7..,  so  findet  man  zunäehst  /<,  dann  erhält 
man  p  und  7  durch  die  Formeln  p  =  UJ)^  +y'., ,  7  =  ,"7,  -f-  7.,, 
die  vorstehend  geg:e))eu   sind. 

Ebenso,  wenn  man  nur  die  Werthe  von  ])^_,  p^^  7^ ,  7, 
keimt,  so  findet  mau  zunächst  //,   durch  die  Bediuguug 

Pi  —  aq.      i\  —  n<u 

und  dann  erhält  man  y^,,  7,  durch  die  Fornu-ln  /'i  =  ."7^2 +  ^^3» 
7,  == //,7j  4" '?3  •  J^lj'daun  findet  man  ti  und  schliesslich  p 
und  7,  u.  s.  f. 

AusVorsteheudem  erhellt,  dass  es  genügt,  die  beiden  letzten 
Ausdrücke  einer  jeden  der  beiden  correspondirenden  Reihen 
;S  Pi^  Pt:  Pa^  •  •  -7  "»d  7,  7,,  7j,  73,  .  .  .,  zu  kennen,  um 
von  diesen  aus  folgweise  zu  allen  anderen  Werthen  aufzu- 
steigen und  die  vollständigen  beiden  Reihen  herzustellen. 

Die  Aufgabe  ist  nun  zurückgeführt  auf  die  Aufsuchung  der 
beiden  letzten  Glieder  der  Reihen. 

Hierzu  bemerke  ich  zunächst,  dass  sie,  ihrer  Eigenheit  gemäss, 
beide  mit  0  endigen  müssen;  denn  die  Formeln  p  =  (.ip^  -{-p^, 
Pi=  iiPi  -\- P:i,  ■  ■  ■,  lassen  erkennen,  dass  n  der  Quotient 
und  7^,  der  Rest  der  Division  von  p  durch  J>^  ist  u.  s.  f.,  so 
dass  7>j,  p.^,  ...  die  Reste  sind,  die  man  erhält,  Avenn  man 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  zwischen  j)  und  7^,, 
die  relativ  prim  gegen  einander  sind,  aufsucht;  man  muss 
daher  nothwendig  auf  einen  Rest  0  stossen.  Dasselbe  gilt  von 
den  Zahlen  7,,  73,  .  .  .,  die  die  verschiedenen  Reste  sind,  die 
man  ))ei  Aufsuchung  des  gemeinschaftlichen  Tlieilers  zwischen 
7  und  7,   findet. 

Angenommen  nun,  die  Reihe  7,  7,,  7^,  .  •  .  schliesse  früher 
ab  als  die  entsprechende  p^  7;,,  7;^,  .  .  .,  und  es  sei  z.  B. 
7^  =  0;  alsdann  reducirt  sich  die  Gleichung 7^3 7^  —  QsPi^^  H=  1 
auf  737?^  =  ±  1,  und,  weil  73  und7J^  nur  positive  ganze  Zahlen 
seiu  können,  folgt  73  =  1  und  7^4  =  1 ;  ferner  gehen  die  beiden 
Ausdrücke  7J3  —  «73,  7;^  —  07^  über  in  7^3  —  a  und  1.  Aber 
Avir  haben  gesehen,  dass  diese  beiden  Grössen  entgegengesetzte 
Zeichen  haben  müssen  und  dass,  abgesehen  vom  Zeichen,  der 
zweite  AVerth  grösser  sein  muss  als  der  erste,  da  es  zwei  auf- 
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einander  folgende  AVerthe  der  Reihe  der  Minima  sind,  mitbin 
muss  a — i^3  >  0  und  <<^  1   sein,  folglich  ist 

Ih  <^  ^'  ^^^^  ^  '^^  —  ^  • 

Auf  diese  Weise  erhält  mau  p^ ,  denn  da  es  eine  ganze 
Zahl  sein  muss,  so  ist  es  diejenige,  die  zwischen  a  und 
a  —  1   liegt. 

Im  Allgemeinen  also  werden  im  fraglichen  Falle  die  beiden 
letzten  Glieder  der  Reihe  q,  q^,  ^^,  ...  =1,  0  sein;  und 
die  entsprechenden  der  Reihe  p-,  p^-,  p^-,  ■  ■  ■•  werden  er,  1 
sein,  wenn  a  die  ganze  zwischen  a  und  a  —  l  fallende  Zahl 
bedeutet. 

Angenommen  nun,  die  Reihe  ;?,  ;),,  7;.,,  .  .  .  schliesse  zuerst 
ab  und  es  sei  z.  B.  j)^  =  O:  alsdann  Avird  aus  p^  q^  —  q^p^  =  —  1 , 
nunmehr  p^q^^=  zp  l  ^  und,  weil  p^  und  q^  ganze  positive 
Zahlen  sind  ^  p^=  \  ^  ^^  =  l ;  so  dass  die  beiden  Grössen 
7^3 — aq^,  p^ —  aq^^  die  entgegengesetztes  Zeichen  haben 
müssen,  wobei  der  zweite  Werth  den  ersten  übertreffen  muss, 
gleich    1  —  aq^   und    —a    sind;    folglich    muss    1 — '^73  >  0 

und  <^a  sein;  das  ergiebt  q^  <^-und  73  +  1  ^— ,  mithin 
,,<iund>i-l; 

d.  h.  r/„   ist  die  zwischen  —  und 1   fallende  Zahl. 

Im  Allgemeinen  also  werden  in  diesem  zweiten  Falle  die 
beiden  letzten  Werthe  der  Reihe  p^  7?,,  |>^,  .  .  .,  gleich  1,  0 
sein;  und  die  entsprechenden  der  Reihe  7,  7, ,  7^,  ■•  ■  r  /^j  1 , 

wo  ,i  die  ganze  zwischen   —  und  —  —  l    falleude    Zahl    be- 

a  a 

deutet. 

Mau  ersieht  hieraus,  dass  der  erste  Fall  eintreten  wird, 
wenn  a  grösser  als  1,  und  der  zweite,  wenn  a  kleiner  als 
1  ist. 

Kennt  mau  nun  die  beiden  letzten  (Uieder  der  correspon- 
direudeu  Reihen  p^  7;,,  p^,  .  .  .  und  7,  7,,  7,,  ....  so  kann 
mau  mit  Hülfe  der  oben  entwickelten  Formeln  folgweise  auf- 
steigend alle  Glieder  der  Reihen  linden,  die  zur  Lösung  der 
Aufgabe  führen. 
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25.  Es  ist  bot|iUMner  diese  Keilien  rückwärts  zu  ))etrao]iten, 
indem  man  mit  den  letzten  Gliedern  beginnt.  Wir  haben  also 
zwei  wachsende  Reihen,  die  wir  zur  grösseren  Bequemlich- 
keit so  schreiben : 

i'u,  Pi^  Pi^  Ps^  •  •  •)  '/(o  '7p  '7..,  73)  •  •  -5 

und  für  welche  wir  folgende  Bestimmungen  haben : 
Wenn  </  ]>  l, 

7'o  =  •  j  i'i  <  "  "»^^  >  «  —  1 ,  7u  =  0,  7,  =  1 ; 
wenn  a  <C^  1, 

i^o  =  0 ,  ;>,  =  1 ,  7„  =  1 ,  7,  <  --  "11^^  ^  ä  ~  ^ ' 

ferner 

i^i  =  /'iF,  -\-Po  5  7i  =  ."1  'h  +  %  j 

7^3  =  ."-27^2  +7^4  ,  73  =  ,"-2  <h  +  7,  , 
7'.  =  ."37'3  +Pi  ,  74  =  ,"3  73  +  7-2  , 
•  •" 1 1 

und  zur  Bestininuiug  vou  /f,,   /7., ,    //g,  .  .  .   die  Bedingungen: 

^i^Q  —  ggo^  7^0  —  ^70        j 
'       «7,  — 7'i       «7,  —  7>i  ' 

^(l3—P^  «73—7^3 


Mau  versäume  nicht  zu  beachten,  dass  der  zweite  Fall  iu 
dem  ersten  euthalten  ist,  denn  setzt  man  iu  deu  Formeln  für 
den  ersten  Fall  «  <C  1 ,  so  kommt  uothweudig 

j)  <^  a  und  ^  r/  —  1  =  0; 
folglich 

7^  =  1,  7^1  =  0,  7o  =  0,  7i  =  1, 
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und  mitliiji 


« ,  <'  —  und  "> 1  ,  />, 


so  dass  hier  7>,  ,  ;>.,  und  7,,  ry^^  das  werden,  was  im  zweiten 
Falle  y?o,  7>j ,  7,1,  '/,  geworden  wären;  und  es  werden  daher 
die  folgenden  Glieder  in  beiden  Fällen  dieselben  sein. 

Man  kann  also  im  Allgemeinen,  was  auch  a  sei,  folgende 
Bestimmungen  treffen : 

7^0  =  '  j  '7o  =  0, 

Ps  =  ."4^2  +  i'i'  '/s  =  A's '?*  +  ^'i  , 

Pi  =  f'sP^  +  P-2:     1i  =  fh  Q3-\-0i, 


Ferner 


ti   <rf, 

„     ^Po  —  «70  ^        1 

aq^—p,       a  —  ^i' 

/'3< 


aq^—p 


Avo    das   Zeichen  <^  diejenige   ganze    Zahl    andeutet,    die  un- 
mittelbar dem  verzeichneten  Ausdruck  voraugoht. 

i\liu  iiudet  so  folgweise  alle  Wertlie  xon  /*  und  7.  die  der 
Aufgabe  genügen  könnten,  denn  es  können  das  nur  die  in  den 
beiden  Keihen  p^,  p^,  p^,  p,,  .  .  .  und  (/„ ,  7,,  7.,  q^,  .  .  . 
einander  entsprechenden  Glieder  sein. 
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Zusatz'  I. 
2G.   ]\fai'lit  man 

0  =     ,    '  — )    't  —  }   •  •  •) 

<^'li—Pi  Pi  —  "  'h  « <h  —  Ps 

so  kommt,  wie  leicht  zu  sehen  ist, 

1  ^  ;  t 

a  —  u  b  —  /<,  ('  —  .«a 

und  u  <C  «,  ,"i  <C  ^7  ,"i  <I  f'i  ,"3  <  (^  "■  9-  f-l  es  sind  also  die 
Zahlen  ,«,  ^t^,  /z^,  ...  nichts  anderes,  als  was  wir  in 
No.  3  mit  «,  (:?,  /,  .  ■  •  bezeichnet  haben,  d.  h.  diese  Zahlen 
sind  die  Glieder  des  den  Werth  von  a  darstellenden  Ketteu- 
bruches,   so  dass  man  jetzt  haben  wird 

a=  a-\ - 


/'.+ 


.«-2  + 


Also  die  Zahlen  p^ ,  p.^ ,  Ps,  •  •  •  werden  die  Zähler,  und 
Qij  lif  Qu  ■  ■  •)  ^i®  Nenner  der  gegen  a  couvergireuden  Ketten- 

.     Ä      B     G 
brtiche  sein,  Brüche,  die  wir  in  No.  10  mit  — -,  jr,-yTi   •  •  • 

.i^     iy,     0, 

bezeichnet  haben. 

Es  kommt  somit  Alles  darauf  an,  den  Werth  von  a  durch 
einen  Kettenbruch  darzustellen,  de.  .seu  Glieder  sämmtlich 
positiv  sind,  was  mittelst  der  oben  luitgetheilten  Methoden 
ausgeführt  werden  kann,  nur  nehme  mau  immer  Näherungs- 
werthe,  die  kleiuer  als  der  vorgelegte  sind;  alsdann  hat  mau 
nur  noch  die  gegen  a  couvergireude  Reihe  von  Hauptbrüchen 
zu  bilden,  deren  Glieder  die  Werthe  von  p  und  q  geben,  und 

diese  lösen  das   vorgelegte  Problem ,    so    dass  jedes   —    eiuer 

dieser  Brüche  sein  muss. 


Oitwald's  Klassiker.    103. 
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Zusatz  II. 

27.  Aus  dem  Vorigen  folgt  eine  neue  Eigenschaft  der  in  Eede 

stehenden  Brüche;    wenn  nämlicli  -  einer  der  gegen    a    con- 

vergirenden  Hauptbrüclie  ist  (vorausgesetzt  die  Entwiekelung 
eines  Kettenbruches  mit  nur  positiven  Gliedern^  so  wird  die 
Grösse  ja —  aq  immer,  abgesehen  vom  Zeichen,  einen  kleineren 
Werth  haben,  als  wenn  man  für  jj  und  q  andere,  kleinere 
Ziffern  setzte. 

U.  Aufgabe. 

28.  Es  sei  die  Grösse 

Aj,ni  _[_  ßjjm-i  ,^  ^  Cj)"'-^q-  +  .  .  .  +  Vf\ 

gcgeboi,  in  ivelcker  A,  B,  C,  .  .  .  gegebene  ganxe,  positive  oder 
negative  Zahlen  und  p  und  q  unbestimmte,  ganze,  positive  Zahlen 
bedeuten ;  man  verlangt  die  Werthe  von  p)  und  q,  die  den  gegebenen 
Ausdruck  %u  einein  Minimutn  machen. 

Es  seien  a,  ß,  y,  .  .  .  die  reellen  Wurzeln,  und  fi  =b  v  ]/ —  1, 
10  dz  qY —  1   die  imaginären  AVurzeln  der  Gleichung 

Ax'''  +  Bx'^'-'  +  Cr'»--  +  .  .  .  +  T'=  0; 
so  hat  man,  nach  der  Theorie  der  Gleichungen : 

^/»  +  5/»- Vi  +  Cp'''--if  +  .  .  .  +  TV/« 

=  A  {p  —  aq)  [p  —  ßq)  [p  —  7q)...[p  —  (/<  +  J'>  —  1)  q\ 

X  [p  —  (/'  -  f'V—  1)  ?]  [p  —  (^'^  +  qV^^^}^ 

[P  -  (^'^ -qV- ^)  <!]■■■ 
=  A  [p  —  aq)  [p  —  ßq)  [p  —  yq]---  [.P  —  /'  'if  +  l'-q'] 

[{p  —  (oq)--\-Q'-q^]  .  .  . 

Die  Aufgabe  kommt  also  darauf  hinaus,  dass  das  Product 
der  Grössen  j;  —  <^'Q>p  —  ß'hP  —  yh  ■•  ■  "'•'^  {P  — .'"/  ' "+-''" 'i'« 
[p  —  wq)^  +  i^''fj  ■  •  '  möglichst  klein  sei.  während  7)  und  7 
ganze  positive  Zahlen  sind. 

Gesetzt  man  habe  Werthe  von  p  und  7  gefunden,  die  dem 
Minimum  eutspreeheu;  wenn  man  nun  anstatt  derselben  kleinere 
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Zahlen  setzt ,  so  nuiss  das  tVagliclie  Prodnct  einen  grtisseveu 
Werth  auuehmen.  Alsdann  wird  nothwendig.  einer  der  Fae- 
toreu  einen  grösseren  Werth  erhalten.  Wenn  z.  B.  «  einen 
negativen  Werth  hat,  so  würde  p  —  uq  stets  zngleich  mit 
p  nnd  7  alinelimen ;  dasselbe  geschähe  mit  dem  Factor 
[p  —  iiq)-  -f-  )'-7",  wenn  n  negativ  wäre,  und  ebenso  mit  den 
übrigen;  hieraus  folgt,  dass  es  unter  den  reellen  Factoren 
nur  diejenigen  mit  positiver  Wurzel  sind,  die  au  Werth  zu- 
nehmen küuneu;  und  unter  den  doppelten,  imagiuäreu  uur  die- 
jenigen ,  wo  der  reelle  Theil  der  imagiuäreu  Wurzel  positiv 
ist;  ferner  bemerke  man,  dass,  damit  [p  —  /"/)"+?'- 7-  zu- 
nehme, während  p  und  7  abnehmen,  der  Theil  [p  —  (.iqY 
nothwendig  wachsen  muss,  denn  der  andere  Tlieil  r- q'  nimmt 
siclier  ab,  so  dass  die  Vergrössevung  dieses  Ausdruckes  vom 
Werthe  von  p  —  (iq  abhängen  wird,  uud  ähulich  ])ei  den 
übrigen. 

Die  W^erthe  von  p  uud  7  also,  die  dem  Miuiuuim  entspre- 
chen ,  müssen  solche  sein,  dass  p  —  «7  zunimmt,  sobald  ]> 
und  7  kleinere  Werthe  auuehmen,  und  Avenu  man  für  a  eine 
der  reellen  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

j.r"'  -f.  Bx'"-'  -h  r.c"'-^  +  .  .  .  +  T'=  0 

nimmt  oder  einen  der  reellen  positiven  Theile  der  imagiuäreu 
AVurzeln,  falls  es  dereu  giebt. 

Es  seien  r  uud  s  zwei  gauze  positive  Zahlen  kleiner  als  p 
und  7;  es  muss  also,  abgesehen  vom  Zeichen,  r  —  as'^ 2^  —  ^? 
sein.  Angenommen,  wie  in  No.  23,  diese  Zahlen  genügten  der 
Bedingung  ;^s- — 7?- =  ±  1  ,  wobei  das  obere  Zeichen  gilt, 
wenn  p  —  aq  positiv,  nnd  das  untere,  wenn  p  —  aq  negativ  ist, 
so  dass  die  beiden  Grössen  p  —  aq  und  r  —  as  verschiedene 
Zeichen  haben;  alsdauu  ist  der  Fall  geuau  derjenige,  auf 
welchen  wir  die  vorige  Aufgabe  No.  24  zurückgeführt  uud 
deren  Lösung  wir  bereits  gegeben  liabeu. 

Also  (No.  26)  die  Werthe  von  p  und  7  müssen  nothwendig 
unter  den  Gliedern  der  gegen  «,  d.  h.  gegen  eine  der  Grössen, 
von  denen  wir  aussagten,  dass  sie  für  a  genommen  Averden 
konnten,  convergirenden  Hauptbrüche  vorkommen.  Man  muss 
mithin  alle  diese  Grössen  in  Ketteubrüche  verwandeln  (was 
leicht  mit  Benutzung  unserer  Methoden  gescheheu  kann),  uud 
dann  die  convergirenden  Brüche  herleiten,  um  Avelche  es  sich 
handelt;  danach  setzt  man  j)  folgweise  gleich  allen  Zählern 
dieser    Brüche,    und    7   gleich    deu    entsprechenden    Neuneru, 

4* 
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und  diejenige  Substitution ,  die  den  kleinsten  Werth  für  die 
vorgelegte  Function  ergiebt,  -wird  auch  sicher  dem  gesuchten 
Minimum  entsprechen. 


I.  Bemerkung. 

29.  Wir  haben  angenommen,  p  und  q  seien  beide  positiv; 
nimmt  man  beide  negativ,  so  wird  sich  offenbar  kein  Unter- 
schied gegen  vorhin  in  dem  al)Soluten  Wertli  der  vorliegenden 
Formel  ergeben ;  niir  das  Zeichen  würde  wechseln,  wenn  der 
Exponent  m.  ungerade,  und  es  würde  genau  das  Frühere  sich 
ergeben,  wenn  der  Exponent  ni  gerade  wäre;  mithin  ist  es 
gleichgültig,  welches  Zeichen  man  p  und  q  giebt,  sobald  beide 
gleiches  Zeichen  haben. 

Anders  wenn  p  und  q  ungleiche  Zeichen  haben :  denn  als- 
dann werden  die  abwechselnden  Glieder  der  vorgelegten  Olei- 
chuug  ihre  Zeichen  wechseln,  und  zugleich  hiermit  wechselt  auch 
das  der  Wurzeln  a,  /i, ;',  .  .  .,  n  ±  v  ]/ —  1,  lo  ±  o  )/ —  l, .  .  ., 
so  dass  die  Grössen  «,  /i,  7,  .  .  .  /',  w,  .  .  .  die  negativ,  und 
mithin  im  ersten  Falle  nutzlos  waren,  jetzt  positiv  werden 
und  an  Stelle  jener  angewandt  werden  müssen. 

Hieraus  schliesse  ich  im  Allgemeinen,  dass,  wenn  man 
das  Minimum  unter  der  einzigen  Bedingung  sucht,  dass  p 
und  q  ganze  Zahlen  seien ,  man  folgweise  für  a  alle  reellen 
Wurzeln  or,  /?,  j^,  .  .  .,  und  alle  reellen  Theile  //,  w,  .  .  .  der 
imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 

.4.i;'»  +  i?.«'"-'  +  C;c'"-'-  +  .  .  .  4-  r=  0, 

abgesehen  vom  Zeichen  dieser  Grössen,  nehmen  müsste ,  dann 
aber  muss  man  j)  und  q  gleiche  oder  ungleiche  Zeichen  geben, 
je  nachdem  die  für  a  genommene  Grösse  ursprünglich  positiv 
oder  negativ  war. 


II.  Bemerkung. 

30.    Wenn    es    unter    den   reellen    Wurzeln    «,  /i,   ;-,   .  .  . 
commensural»le  giebt,    so  wird  die  vorgelegte  Grösse  oflenbar 

gleich  0,  sobald  mau  —  gleich  einer  dieser  Wurzi'ln  setzt:  in 

diesem    Falle    giebt    es   eigentlich    kein    Minimum ;    in    allen 
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anderen  rällen  kann  die  frao:liolie  GWisse  unniüglich  gleich  0 
werden,  so  lange  j)  und  7  ganze  Zahlen  sind;  da  nun  die 
Coefticienten  J,  B.  (\  .  .  .  auch  ganze  Zahlen  nach  der  Vor- 
aussetzung sind,  so  wird  diese  Grösse  stets  eine  ganze  Zahl 
und  mithin  niemals  kleiner  als  1  sein. 
Soll  also  die  Gleichung 

Ap'"  +  Bp"'-'  7  +  0>"'--  7-  +  .  .  .  +  T  7'"  =  =b  1, 

in  ganzen  Zalilen  aufgelöst  Averden ,  so  muss  man  nach  der 
vorstehenden  Methode  die  Werthe  von  p  und  7  aufsuchen, 
ausgenommen  den  Fall,  bei  welchem  die  Gleichung 

Ax'"  +  Bx'"-'  +  Cx'"-^  +  .  .  .  +  T'=  0 

irgend  welche  commensurable  Wurzeln  oder  Divisoren  hätte; 
denn  alsdann  könnte  die  Grösse 

Ap'n  _^  ßpm-i  ^^  _|_  Cp''i-^(f  +  .  .  . 

in  zwei  oder  mehrere  Ausdrücke  von  niedrigerem  Grade  zer- 
legt werden :  ein  jeder  der  Theilausdrücke  für  sich  müsste 
gleich  der  Einheit  sein,  und  man  hätte  mindestens  zwei  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  von  p  und  7. 

Wir  haben  schon  anderswo  (Memoiren  der  Berliner  Aka- 
demie von  1768*)  eine  Lösung  dieses  letzteren  Problems  ge- 
gel)en ;  aber  die  soeben  mitgetheilte  ist  viel  einfacher  und 
directer,  obwohl  beide  auf  derselben  Theorie  der  Ketteubrüche 
beruhen. 

UI.  Aufgab  e. 

31.  Man  verlangt  die  Werthe  von  pt  und  7,  die  den  Ausdruck 

Ap'  -\-  Bpq+  Cr 

zu  einem  Minimum  machen^  während  p  und  7  gan-.'C  Znhkn  dnd. 
Diese  Aufgabe  ist  oftenbar  ein  Specialfall  der  vorigen ; 
aber  wir  glau])ten  sie  besonders  hervorheben  zu  müssen,  weil 
sie  eine  sehr  einfache  und  sehr  elegante  Lösung  zulässt,  und 
weil  wir  sie  später,  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  mit  zwei  Unbekannten  in  ganzen  Zahlen ,  anwenden 
wollen. 


*)  ffinvres  de  Lagrange,  t.  II,  p.  538  und  581. 
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Nach  (Ter  allgemeinen  Methode  muss  man  zuerst  die  Wur- 
zeln der  Gleichung 

aufsuchen,  die  bekanntlich  gleich 

sind.     Nun  gilt  Folgendes: 

1.  Wenn  B^  —  AAG  eine  Quadratzahl  ist,  so  sind  die 
beiden  Wurzeln  commensurabel,  und  es  giebt  kein  eigentliches 
Minimum,   da  Äp"^  -^  Bpq  -{-  Cif  gleich  Null  werden  kann. 

2.  Wenn  B'  —  4 AG  keine  Quadratzahl  ist,  so  sind  die 
beiden  Wurzeln  irrational  oder  imaginär,  je  nachdem  B-  —  4  AG 
grösser  oder  kleiner  als  0  ist,  welche  beide  Fälle  gesondert 
zu  betrachten  sind;  wir  l)eginnen  mit  dem  letzteren,  dem 
leichter  lösbaren. 

Er.ster  Fall,  wenn  B'  —  4AG<.0. 
32.  Da  die  beiden  Wurzeln  jetzt  imaginär  sind,  so  erhält 
man  für    den    reellen  Theil  dieser  Wurzeln,    und  dieses 

muss    mithin    für   a   genommen    werden.      Man    hat    also    nur 

D 

den  Bruch  -— — ,    abgesehen    vom    Zeichen ,     nach    der    Me- 
2  A 

tliode    in    No.  4,    in   einen   Kettenbruch   zu    verwandeln,    und 

daraus     die    Reihe     der     couvergirenden    Brüche     herzuleiten, 

(No.   10),    und    diese    wird  nothwendig  endlich  sein:    darnach 

wird  man  folgweise  für  p  die  Zähler  dieser  Brüche  ansetzen 

und   für   q   die   entsprechenden    Neuner,    indem    man    ))eiden 

gleiche   oder   entgegengesetzte    Zeichen    ertiieilt,    je    nachdem 

—  B        ,  , 

— —  positiv  oder  negativ  ist.    Man  findet  so  diejenigen  Werthe 

von  j)  und  7,  die  den  gegebenen  Ausdruck  zu  einem  Minimum 
machen. 

Beispiel. 
Es  sei  gcfjehcn  der  Ausdruck 

4  Qp-  —  2  3  Sp  q  +  2  0  0  q-. 
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M;in  liut  also   .1  =  19,  7^  =  — 238,   6'=29u;  folglich 

— B       238        17 
;r-_4.,6-=-.%,  —  =  _  =  -. 

Mit  ilieäem  Bruch  uuch  Art  der  No.  4  verfahreud,  liudet 
mau  die  Quotienten  2 ,  2 ,  3 ,  und  mittelst  dieser  erhält  man 
die  liriiche  (No.  20) : 

1         2         5        17 

ü '  T'  T'  y 

Die  zu  versuclienden  Zahlen  sind  also  1,  2,  5,  17  für  j), 
und  0 ,  1 ,  2 ,  7  für  q ;  sei  nun  /'  die  vorgelegte  Grösse ,  so 
kommt 


p 

'I 

r 

1 

0 

49 

2 

1 

10 

5 

2 

5 

17 

7 

49 

woraus  erhellt,  dass  der  kleinste  Werth  des  vorgelegten  Aus- 
druckes gleich  5  ist,  wie  man  aus  7>  =  5 ,  '7  =  2  erhält; 
im  Allgemeiuen  kann  man  schliessen,  dass  der  fragliche  Aus- 
druck nicht  kleiner  als  5  werden  kann ,  so  lange  ]}  uud  q 
ganze  Zahlen  sein  sollen;  das  Minimum  findet  also  statt  bei 
^)  =  5  und  q  =  2. 


Ziveiter  Fall,  wenn  B-  —  4^4(7>>  0. 

33.  Da  im  vorliegenden  Falle  die  Gleichung 

Äx^  -f  B ■'■-{-  C=0 

zwei  irrationale  Wurzeln  hat,  muss  man  beide  in  Kettenbrüche 
entwickeln.  Solches  kann  sehr  leicht  ausgeführt  werden  auf 
Grund  einer  Methode,  die  wir  anderswo  gebracht  haben  und 
hier  wiederholen  zu  müssen  glauben ,  da  sie  direct  aus  den 
Formeln  der  Xo.  25  hervorgeht  und  zudem  noch  Alles  enthält, 
was  zur  Lösung  des  vorliegenden  Problems  führt. 

Es.  sei  a  die  in  einen  Kettenbruch  zu  entwickelnde  Wurzel, 
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die  wir  stets  als  positiv  auuehmen  wollen,  imd  zugleich  heisse 
die  andere  Wurzel  h]  alsdann  ist,  Avie  bekannt, 

daher 


V  B'  —  \AG 

a  —  b  = ■ , 

A  ' 

oder,   wenn  man  zur  Abkürzung  B^ —  iAC  =  E  setzt, 

wo  yE  positiv  oder  negativ  sein  kann;  positiv,  wenn  o  die 
grössere  der  l)eideu  Wurzeln,  und  negativ,  wenn  es  die  klei- 
nere ist;  also  ist 

—  b  +  Ve   ,     —b  —  Ve 

'=         2A         -^  = 2:1 

Behält  mau  nun  die  Bezeichnungen  von  No.  25  bei,  so 
braucht  man  nur  für  n  den  vorstehenden  Werth  einzusetzen 
und  es  bleibt  dann  nur  noch  die  Schwierigkeit,  die  ganzen 
Näherungswerthe  von  u^.  //.,,  /<.,,  ...  in  einfacher  Weise  zu  be- 
stimmen. 

Um  diese  Bestimmung  zu  erleichtern,  multiplicire  ich  die 
Brüche ^^^^:^^-»,  "-^i^^S  lhJIZ±^'.^  .  .  .  ^it  A{brj,  -;,,), 

^{Pi  —  ^Qi)i  A^Qi  —Pi)^  ■  ■  ■  "nd  da 

^  {Po  —  ^"lo)  {Po  —  ^Q,)  =  A 

^{fl^'i—pM^'li—Pi)  =  AA  —  '"l  («  +  i>)Pi  Qi  +  '•! « f>  71 
=  Aj>]-\-Bp,,],  +  Cq^,, 

A{p^  —  «?,)  {pi  —  hq,]  =  Apl  —  A{a  +  %,7,  H-  A  ahq\ 
=  Api  +  Bp,q,_  +  Cq\, 
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A  [p^  —  aq,^ )  ^hq^  — 7>3 1  =  —  Ap^p^  +  Äap^  q^  +  Ahp,_  q^—Aahq^  q^ 

■^-WElPz^i  —  'hP'^ 
1 

u.  s.  f.,  so  schreibe  ich  zur  Abkürzung: 

n  =  ^i, 

P^  =  Ap\  +  Bp,q,  +  Cq\, 

P,=Ap\  +  Bp,q,^Cq\, 

l\=Ap\  +  Bp,q,+  Cql, 


Q,=Au+\B, 

Qi  =  -^Püh  +  \B(j\  q,  +  q^Pi)  +  Cq,  q., , 

O3  =  -^PiPs  +  lB{p^q,  +  q,p,)  +  CV/,r/3, 


Ich    erhalte    nun,    weil  7^,7,  —  q^p.i=  "^^  Ps'i-i — ^si'i^'» 
jo^^j  —  q^p^  =  1,  .  .  .,  die  folgenden  Formeln: 


,^    ^-^o  +  lV^ 


A 


^  1 


,"2  <c 


n 


.«3<- 


P. 
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Wenn  man  nun  in  dem  Ausdruck  für  Q^  statt  j)^  und  q^  ihre 
Werthe  «,p,  +  l  und  ^tt,  einsetzt,  so  geht  er  über  in 
/(,P,  4-^1*5  ebenso,  wenn  man  in  Q^  für  2^3  und  q^  ihre 
Werthe  ^t/,^^  ~f~i^i  und  ,'<., 'Z^  +  '/t  setzt,  so  geht  er  über  in 
/'-2-P2  ~\~  ^ii  ^-  ^-  ^'5  äo  erhält  man: 

Q,  =  u  F,-\-Q,, 
Q,  =  a^  P,+Q,, 
Qz  =  /'.  Pi  +  Q, , 


Wenn  man  ferner,  in  ähnlicher  Weise,  in  dem  Ausdrucke 
für  P.,  die  Werthe  vou  jj.-,  und  7.,  einsetzt,  so  geht  er  über  in 

und  wenn  die  Werthe  für  p^  und  q^  in  P^  eingesetzt  werden, 
so  geht  er  über  in 

ulP,,-j-2u,Q,-i-I\, 
u.  s.  f.,  so  dass  man  schliesslich  erhält: 

I\  =  ulP,  +  2u,Q,  +  P^, 
P,  =  nlP,  +  2n,0,  +  P,, 


Mit  Hülfe  dieser  Formeln  kann  man  also  beliebig  weit  die 
Reihe  der  Zahlen  «,  «,,  «,,  . . .,  Q^,  Q^,  Q^,  . . .  und  P^,  P^,  P,, . . . 
fortsetzen;  dieselben  hängen  oflenbar  gegenseitig  von  einander 
ab,  und  es  ist  nicht  nötliig,  die  Zahlen  p^ ,  ]\,  J\,  ...  und 
'J01  lij  I11   •  •  •  ^u  berechnen. 

Man  kann  auch  die  Werthe  von  P,,  7^,  P^,  .  .  .  mittelst 
noch  'einfacherer  Formeln  erhalten,  wenn  man  beachtet,   dass 

Ol—P,P,=[u,P  —  Q,r-—P,[fi-P,^2,,^i\+A'=n\-AP„ 

u.  s.  f ,  d.  h.: 
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0--PJ\=\E, 
Ol  —  PiJ\  =  \J^, 


woraus 


p 

_Q\-iE 

^  i 

A       ' 

p. 

Ql-\E 

A 

Q\  -  \E 
~     P.     ' 

Die  Zahlen  /<,  ,«,,   </,,  .  .  .   sind  somit  gefunden  und  mau 
erhält    No.  2G)  den  Kettenbruch 

1 
a  =  1.1  -\ 


.«.+ 


1 


."4+- 


uud  für  das  Minimum  des  Ausdrucks 

Äp'-\-Bpq+Cq\ 

braucht  mau  nur  noch  die  Zahlen  p^^,  7;,,  p.^^  p^^  ...  und 
%i  Qij  ?i>  ?3>  •  •  •  i^^-  '^^)  ^^i  berechnen  und  sie  anstatt  p 
und  q  zu  versuchen;  aber  auch  dieser  Rechnung  kann  man 
sich  entschlagen ,  wenn  man  beachtet ,  dass  die  Grössen 
Pß,  P, ,  P^,  ...  eben  die  Wertlie  unseres  Ausdruckes  sind, 
wenn  man  in  denselben  folgweise  p=2^o^  P\j  P-d  ■  ■  -  ^"^^^ 
5  =  (?„ ,  (/j,  7.,,  ...  einsetzt.  Also  braucht  man  nur  nach- 
zusehen, welcher  Werth  der  Reihe  P^,  P^,  Pg,  .  .  .  der  kleinste 
sei^  denn  die  P  sind  gleichzeitig  mit  den  Werthen  (.1  berechnet 
und  man  hat  bereits  das  gesuchte  Minimum ;  alsdann  findet 
man  mit  Hülfe  der  gegebenen  Formeln  die  entsprechenden 
Werthe  von  p  uud  q. 
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34.  Ich  behaupte  nun,  dass  man  bei  Fortsetzung  der 
Reihe  P^ ,  P, ,  P, ,  .  .  . ,  uothwendig  auf  zwei  sich  folgende 
Glieder  mit  entgegengesetzten  Zeichen  stossen  müsse,  und  dass 
von  hier  ab  alle  folgenden  Glieder  gleichfalls  abwechselnde 
Zeichen  haben  werden.     Denn  es  ist  (No.  33 j 

^0  ==  Alh  —  «'/o)  (Pü  —  ^'h) ,    I\  =  -^  ilh  —  «'/,]  'Pi  —  ^'^},   •  •  • 

Aber   nach   den   im   I.  Problem   gegebeneu   Erläuterungen    ist 

ersichtlich,  dass  die  Grössen  j^q — ttfJo,  J',  —  ß'/u  P^  —  a^i,  •  ■  • 

abwechselnde  Zeichen  haben   müssen   und  dass  sie  eine  stets 

abnehmeude  Reihe  bilden  werden;  daraus  folgt:   1)  dass,  wenn 

h  negativ  ist,  die  Grössen  p^  —  bq^  ,7?,  —  bq^,  ...  sämmtlich 

positiv    sein    Averden;    folglich  werden    die  Zeichen  der  Reih»- 

Pj ,  P, ,  P2,   ...  wechseln;    2)  dass,  wenn  b  positiv  ist  und 

weil    die    Grössen  ])^ — aq^,    p,^  —  ar/.,,    .  .  .,    und    vollends 

P  P 

—  —  a,    —  — -«,...    eine   bis    ins   Unendliche    abnehmende 

Reihe  bilden,  —  man   uothAvendig   zu   einer    dieser   letzteren 

Grössen    gelangen    müsse,    etwa    -  —  a ,    die ,  abgesehen  vom 

I3  p 

Zeichen,  <C  a  —  b  ist,    und   ebenso    alle   folgenden  —   — a, 

'h 


Ih 

—  a, 

•   j 

so 

dass 

alle 

Werthe 

a  — 

h+^-a, 

% 

'h 

a  — 

-b-h 

Pl_ 

-a, 

.    no' 

thwendig    das 

selbe 

Zeichen    haben 

wei 

rdeu , 

wie 

a  - 

-b: 

;  folg 

lieh 

werden 

die    Gl 

P%         1 
•ossen  -^  —  b, 

l± 

-b, 

uud 

Pi- 

—  }>q^ 

^  Pi- 

-  hq,    .    . 

.   alle 

73 

bis  ins  Uuend- 

74 

liehe  gleiches  Zeichen  hal)cn ;  mithin  wechseln  die  P3,  1\,  P.,  .  .  . 
ihre  Zeichen. 

Nehmen  wir  nun  im  Allgemeinen  an ,  wir  seien  in  der 
Reihe  der  P, ,  I\,  1\,  .  .  .  zu  abwechselnden  Zeichen  gelangt 
und  P^  sei  das  erste  dieser  Glieder ,  so  dass  alle  ferneren 
J\,  P).+  i,  I\+i^  ■  ■  ■  Ws  ins  Unendliche  abwechselnd  positiv 
uud  negativ  sind ;  ich  behaupte  nun,  dass  kein  einziges  dieser 
Glieder  "^  E  sein  könne.  Denn,  wenn  z.  B.  P3,  P^,  P.  ab- 
wechselnde Zeichen  haben,  so  wird  das  Product  je  zweier 
auf  einander  folgender  r.^]\,  J\I'r,,  ...  stets  negativ  sein; 
aber  nach  No.  33  ist 

O- l'  P  —  -1-7?    O- P  P  —  XF 

't'4         '  3  '  4  —  i^"}    ^^5        ^  i^  :,  —  t-^"  j   •  •  • ' 
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also  sind  die  positiven  Zahlen  —  P^  /', ,  —  ^'4  ^5  >  •  •  •  alle 
kleiner  als  ^E  oder  wenigrstens  nicht  grösser  als  ^E;  da  nun 
die  Zahlen  P^,  I\ ,  /'j,  ...  ihrer  Bestimmung  gemäss  ganze 
Zahlen  sind,  so  können  die  Zahlen  7^, ,  P^ ,  .  .  .  und  all- 
gemein /';,  P).^.^,  ■  ■  ■  ahgeselien  vom  Zeichen,  niemals  die  Zahl 
^  E  ühertreflen. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  die  Glieder  Q^,  Q.  .  .  .,  und  all- 
gemein (?;+,,  Ox+ii  ■  ■  ■  niemals  -^YE  übertreften  können. 

Der  Schluss    lii'gt  nun  nahe,    dass  die  beiden  Reihen  P;, 

Py+i'  l').+  it  •  ■  •  ii'"^  ^*^A>  ^^P.+i  >  ^i^P.-fi»  •  •  ■)  obwohl  bis  ins 
rnendliche  sich  fortsetzend,  doch  nur  aus  einer  gewissen  An- 
zahl von  einander  verschiedener  Glieder  bestehen  können, 
denn  es  können  nur  die  natürlichen  Zahlen  bis  ^  E  positiv 
oder  negativ  aufti'eten ,  und  ferner  die  Reihe  der  natürlichen 
Zahlen  bis  },Y^  mit  den  Zwischenbrüchen  .V,  f,  o,  •  ■  ., 
positiv  oder  negativ :  denn  aus  den  Formeln  der  vorigen 
Nummer  folgt,  dass  die  Zahlen  Q, ,  Q^,  Q^,  .  .  .  immer  ganze 
Zahlen  sein  werden,  wenn  B  gerade  ist,  und  den  Bruch  ^ 
enthalten  werden,   wenn  B  ungerade  ist. 

Im  Verlauf  der  beiden  Reihen  /', ,  P., ,  P., ,  .  .  .  und 
Q^  ,  (),,  C^3 ,  ...  muss  es  also  eintreten,  dass  zwei  entspre- 
chende Glieder,  wie  /'f„  und  Q^,,  nach  einer  gewissen  Anzahl 
von  Gliedern,  die  wir  als  gerade  annehmen  können,  wieder- 
kehren; denn  da  auch  feststellt,  dass  dieselben  Glieder  P^,j 
und  Ot,j  unendlich  oft  wiederkehren,  weil  die  Anzahl  ver- 
schiedener Glieder  in  ))eideu  Reihen  eine  endliche  ist  und 
ebenso  die  Anzahl  ihrer  Com1)iuationen,  so  ist  es  klar,  dass, 
Avenn  diese  beiden  (ilieder  nach  einer  ungeraden  Anzahl  von 
Gliedern  wiederkehren  würden,  man  ihre  AViederkehr  nur 
ein  ums  andere  Mal  zu  betrachten  brauchte,  wodurdi  die 
Zwischenzahl  eine  gerade  würde. 

Es  sei  nun  2  q  die  Anzahl  der  Zwischenglieder,  so  hat  mau 


Pcü+ip  =  Kj,  "Uf^  Qoi+^.o  =  Q^ 


0)} 


und  es  werden  jetzt  alle  (Uieder  Pf,j,  Pf,)+, ,  Po)+ii  ■  •  •> 
Oon  ^w+i:  Of„+i,  ■  ■  •  sowie  u,„,  //f„+^ ,  .»„,+,,  .  .  .  nach 
einem  jeden  Intervall  2  q  wiederkehren  ;  denn  es  folgt  aus  den 
in  der  vorigen  Nummer  zur  Bestimmung  von  «,,  «.,,  //g,  .  .  ., 
^17  Qu  ^3  >  •  •  •  -^1?  A?  -P3?  •  •  •  gegehenen  Formeln,  dass, 
sobald 

^lO+iO  =  Po)    ^1^0.     (?oj  +  .iO  =  Vftj  j 
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aucli 

ferner 

also  auch 

und  so  fort. 

Wenn  also  H  irgend  eine  Zahl  bedeutet,  gleich  oder  ]>»  ij 
und  ??i  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  hat  man  allgemein: 

^ii+iino^^  ^  in    ^ ii+tmo^  ^^ II  ■)   l^h/+imo  ^  l^h/ ■> 

so  dass ,  wenn  man  die  co  -{-  2  q  ersten  Glieder  einer 
jeden  dieser  drei  Reihen  kennt,  man  auch  im  Besitz  aller 
folgenden  ist ,  denn  diese  sind  nichts  anderes ,  als  die  2  o 
letzten  Glieder,  die  in  derselben  Ordnung  bis  ins  Unendliche 
wiederkehren. 

Aus  alledem  folgt,  dass,  um  das  Minimum  von 

P=  Ap"-  -\-  B])q-\-  Cq-} 

zu  finden,  man  die  Reihen  I\^  P^^  P.,,  .  .  .,  Ooi  Oi'.  Oi-  •  ■  • 
fortsetzen  muss,  bis  zwei  correspondirende  Werthe ,  wie  /',„ 
und  Of,,,  wieder  auftreten,  nach  einer  geraden  Anzahl  von 
Zwischengliedern,  so  dass  man  hat 

alsdann  wird  das  kleinste  der  Glieder  P^,,  P^,  P^, .  .  .  .  P,„+:,o 
das  gesuchte  Miniraum  sein. 


Zusatz  I. 

35.  Wenn  das  kleinste  Glied  der  Reihe  P^,  P^,  P, .  .  .  . 
P(i)+iO  •  •  ■  uicht  vor  dem  Gliede  P^,,  vorkommt,  so  wird 
dieses  Glied  unendlich  oft  in  der  ins  Unendliche  fortgesetzten 
Reihe  wiederkehren  :  also  wird  es  unendlich  viel  Werthe  von 
])  und  q  geben,  die  dem  Minimum  entsprechen,  und  diese  alle 
kann  man  mittelst  der  Formeln  in  Xo.  25  finden,  indem  man 
die  Reihe  der  Zahlen  //, ,  u^,  u^,  ...  bis  über  das  Glied 
f'io+(o  fortsetzt  durch  Wiederholung  derselben  Werthe  ."f„+i; 
"f,.-i-o,   ^vie  oben  erläutert  ward. 
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Man  kann  aiu'l»  in  diesem  Falle  allgemeine  Formeln  auf- 
stellen ,  die  alle  Werthe  von  p  und  q  darstellen ;  aber  die 
Einzelheiten  der  hierzu  erforderlichen  Methode  würden  uns 
zu  wt'it  führen;  für  jetzt  begnügen  wir  uns  mit  der  Verweisung 
auf  den  schon  angcfülirteu  Aufsatz  in  den  berliner  Abhand- 
lungen vom  Jahre  ITtiS,  Seite  123  und  folgende*),  wo  man 
t'ine  neue  und  allsemeine  Theorie  der  Ketteul)rüche  linden  wird. 


Zusatz  II. 

36.  Wir  haben  in  No.  34  bewiesen,  dass  man  nothweudig 
bt>i  Fortsetzung  der  Ileihe  /',,  /',,  I\^  .  .  .  auf  Glieder  stosseu 
müsse,  die  einander  mit  eutgegengesetzen  Zeichen  folgen. 
Es  seien  z.  B.  1'^  und  I\  die  beiden  ersten  Glieder  dieser 
Art,  so  werden  die  beiden  Grössen  7^3 — bq^  und  7;^  —  bq^ 
uothwendig  gleiches  Zeichen  haben,  w^eil  die  Grössen  p^  —  aq^ 
und  p^  —  aq^  verschiedene  Zeiclieu  haben.  Setzt  man  nun  in 
den  Grössen  p.  —  bq.^  p^.  —  bq^,  .  .  .  die  Werthe  von 7^5, ^j,.,  .  .  ., 
755  7.,)  •  •  •   (^0.  25),  so  kommt 

ih  —  *73  ^  ."4  (Pa  —  ^''h)  +  Jh  —  ^1i  » 
Ih  —  Ö7g  =  ."5 {P-.  —  ^Qö)  +  i'4  —  ^?4 ' 


woraus,  da  /z^,  u^,  .  .  .  positiv  sind,  folgt,  dass  alle  p.^ — bq^^ 
P,: — ^7ö)  •  •  •  bis  ins  Unendliche  dasselbe  Zeichen  habeu 
werden,  wie  p^ — bq^,  p^  —  65^;  mithin  werden  alle  Glieder 
7*3,  Pj,  /•. ,  ...  bis  ins  T'uendliche  abwechselnde  Zeichen 
haben. 

.letzt    hat   man    auf  (iruud  der  vorstehenden  Gleichungen: 

u    ^i^5  —  ^Q-o      p3  —  bQ3 
'  "       Pi  —  ^>Qi 

..  _P,  —  bq, 


Pi- 

-h: 

p,- 

-  ^>'h 

Pö- 

-hq.: 

Pö- 

-bq. 

P-.  —  bq, 

,Pi  —  bq- 
P^  —  bq^      P,  —  bq,' 


*)  CEuvres  de  Lagrange,  t.  II,  p.  538  und  581. 
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wo  die  Grössen '^^ p-^,   ~ —- ■,   •  •  •    sämmtlich   positiv 

sind. 

Da  nun  die  Zahlen  /<^,  ;t<.,  /<(.,  .  .  .  ganz  und  positiv  sind 

(Voraussetzung),  so  wird  — r^  positiv  und  ">  1   sein,  und 

Ih  —  bq, 

-,-      n                Pn — bq^     p.  —  hq.  ^  ,   ,.  ,       ■    -, 

ebenso  die  Grossen    -^ -^^,  — ;-^,    .  .  .;    folglich    sind 

p-.  —  bq-o  p^  —  b% 

— — ^,  ^ ^,  .  .  .  positiv  und  «<  1;   also  können  die 

Pö  —  bq-o    p^  —  b% 

f^i.^   jKg,    .  .  .  nur  ganze  Zahlen   sein,    die   unmittelbar  kleiner 

sind  als    — z-^,     '' ~- ,  .  .  .;    die   Zahl    u.    wird    auch 

Pö  —  bq-,    Pc,  —  bq, 
gleich  derjenigen  ganzen  Zahl  sein,  die  unmittelbar  dem  Werthe 

^-^ -^  vorangeht,  sobald  man  — ^^  <  l   hat. 

Pi  —  bqi  Px  —  bq^ 

Also  erhält  mau: 

^Pö  —  bq.  j(>3  —  bq 

ü,  <-'-^ --^%  wenn  ^-^ ~  <  1, 

'  '^Px  —  H,'  P,  —  bq,  ' 

^  Pa —  bq^ 

'  '     Ps  —  bq-. 

^'^Pc  —  bq, 


wo  das  Zeichen  <r  nach  den  Zalilou  t/^,  it.,  u^,  .  .  .  bedeutet, 
dass  die  unmittelbar  vorangeheuden  ganzen  Zahlen  zu  ver- 
stehen sind. 

Mittelst  Transformationen,  ähnlich  denen  in  No.  33,  kann 

r       n  ■■  P.  —  b'h     P.  —  bq,  .       Q, -^  W ^ 

man    die    Grossen  ^-^ ~,    — r-^,  ...  in ^= 

,„  Pt  —  bq^    P^  —  bq,  P^ 

— — ^-^- — ,  .  .  .    verwaiidolu:    tVnier    kann    die    Bedingung 

Ps-z]!ßi  <-  1  .^^if  füigeude  gebiaclit  werden  ~~S' <^-^^^^- , 
P,  —  bq,  "  P^       P.—^'li 
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(lif,  weil   — ">  1,     tlurcliaus    stattli.-iben    wird,    sobald 

—  /' 

'  =  oder  <^  1   ist;  niau  erhält  also: 

^  4 

,"4  <^= — p= ,   wenn   -^  '  =  oder  <  l, 

r*5  ^  p 

-'s 

."..  <  — — ^ 


Coni])iüirt  man  diese  Formeln  mit  denen  iu  Xo.  33,  die 
das  Gesetz  der  Reihen  P^,  P^^  P^,  .  .  .  und  (),,  Q^^  Qj,  .  .  , 
einschliessen,  so  bemerkt  man  leicht,  dass,  wenn  man  zwei 
entsprechende  Glieder  dieser  beiden  Reihen  als  gegeben  an- 
nimmt, und  zwar  Glieder,  deren  Rang  höher  als  3  ist,  man 
bei  den  vorstehenden  Reihen   bis  P^    und    Q.    und   selbst   bis 

p 

Pj    und    Q.    zurückgehen    kann,    wenn    die    Bedingung  ^ 

^i 
=  oder  <[  1   statt  hat;  so  dass  alle  diese  Glieder  dnrch  die 

als  gegeben  vorausgesetzten  vollkommeu  bestimmt  sein  werden. 
In    der  That   es   sei   z.  B.    /'.   und  Q^.    bekannt,    so    erhält 
man  zunilchst  /*.   durch  die  Gleichung 

Ql-P,P,  =  \E; 

dann    findet  man,    da   man    0^^  und  /*.   hat,   //-    und   dadurch 
den  Werth  von  Q.   durch  die  Gleichung 

Q,  =  fi,P,-i-Q.^, 

während  die  Gleichung 

Ql  —  P^P.^  =  XE 

den  Werth  von  P^  ergeben  wird:   weiss  mau  im  Voraus,  dass 

—  P, 
p       =  oder  <[  1    sein  muss,    so   findet    man    u^  und  erhält 

danach  Q^  durch  die  Gleichung 

Ostwald's  Klassiker.     103.  t» 
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und  dann  I'^   durch 


Ql  —  rj\  =  ^E. 


Jetzt  ist  es  leiclit,  die  allgemeine  Schlussfolgerung  zu  ziehen, 
dass,  wenn  P;^  und  P;^,  die  ersten  Glieder  der  Reihe  P^,  P,, 
P3,  ...  mit  verschiedenen  Zeichen  sind,  das  Glied  P;^,  und 
die  folgenden  stets  nach  einer  gewissen  Anzahl  von  Zwischen- 
gliedern wiederkehren  werden,  und  dasselbe  gilt  für  P; ,  wenn 

iPj 

-^—^  =  oder  <1. 

Denn  nehmen  wir,  wie  in  No.  34,  an,  man  habe  gefunden 
-Pw  +  2,0  =  Po)  lind  Qw+-2p  =  Qim  und  es  sei  w  >  /,  d.  h. 
cij  =  l  -{-  -j/;  so  wird  man  einerseits  vom  Gliede  P^,,  zum  Gliede 
P;.+i  oder  /';,  aufsteigen,  und  andererseits  vom  Gliede  P,„+»(j 
zum  Gliede  Px+.20+\  oder  Px+^20'1  ^'"d  da  die  Ausgangsglieder 
beiderseits  gleich  sind,  werden^  auch  alle  abgeleiteten  Glieder 
gleich  sein,  so  dass  man  erhält: 

^.+20+1  =  A+i    «der  sogar:   P;.+,o  =  /';., 

±Pj 
wenn  —        =  oder  <^  1. 

Man  kann  also  im  Voraus  den  Anfang  der  Perioden  in 
der  Reihe  /'^ ,  P,,  i\,  P3,  ...  beurtheilen  und  mithin  auch 
in  den  beiden  auderen  Reihen  Q^,  (), ,  0, ,  0^,  ...  und 
/'o?  ."1 )  ."2)  Z's)  •  •  ••  ^bßi'  die  Länge  der  Perioden  hängt  von 
der  Zahl  E  ab  und  sogar  einzig  und  allein  von  £",  wie  ich 
beweisen  könnte,  wenn  ich  nicht  hier  zu  weit  zu  gehen  be- 
fiirclitete. 


Zusatz  III. 

37.  Was  im  vorigen  Zusatz  erwiesen  ward,  kann  noch 
dazu  dienen,  folgenden  schönen  Satz  zu  beweisen: 

Jede  Gleichung  von  der  Form  jr  —  /ü/  =  1,  ifo  K  eine  ganx^ 
nicht  quadratische  Zahl  ist  und  2^  und  q  xicei  itnbestimmte  Grössen, 
ist  stets  in  ganzen  Zahlen  lösbar. 

Vergleicht  man  nämlich  die  Form  jr  —  Kq-  mit  der  all- 
gemeinen Form  ^l;;^  -|-  Bj)q  -j-  Gq-,  so  hat  man  .1  =^  1,  P  =  0, 
C=  —  K]  folglich  (No.  33) 
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E=B'  —  iAC=-lK\  und   .^j/7^=|/^. 
Es  ist  also  Pq  =  \,  Qo  =  ^:  •^l*'o 

II  <  YK,   Q^  =  u ,   und   /;  =  u'-  —  K\ 

woraus  oisirlitlicli:  1.  ilass  ^^  negativ  ist  und  also  anderes 
Zeichen  hat  als  I\:    2.   dass  7',=  oder  ^  1,  denn  A'  und  u 

p 
sind  ganze  Zahlen:   mithin  hat  man   — --  =  oder  <^  1;    da- 
raus folgt  (Xo.  36) 

/  =  0.  und  P,o  =  ^0  =  1 ; 

so  dass,  wenn  man  die  Reihe  P^,  P,,  P,,  .  .  .  fortsetzt,  das 
Glied  1\  =  1  nothwendig  nach  einer  gewissen  Anzahl  von 
Gliedern  wiederkehrt;  also  kann  man  stets  unendlich  viele 
Werthe  von  p  und  7  finden,  die  den  Ausdruck  jr — 7^7-=  1 
werden  lassen. 


Zusatz  IV. 

38.  Man  kann  auch  folgenden  Satz  beweisen: 

Wenn  die  Gleichung  p-  —  Kq-  =  ±  77  in  ganzen  Zahlen 
lösbar  ist^  vorausgesetzt  K  sei  eine  piositive,  nicht  quadratische 
Zahl  und  H  positiv  und  kleiner  als  VK,  so  werden  die  Zahlen 

p  tmd  q  solcJie   WertJie  haben  müssen,  dass  —  ei)ien  der  gegen 

YK  convergirenden  HaupthrUche  darstellt. 

Angenommen,  das  obereZeichen  gelte,  so  dass p^  —  K(f  =  77; 
so  ist: 


H  p       ,/^      _       H 

1' 


P  +  qVK      ^  .^II^yk] 


.9 

nun  suche  man  zwei  ganze  positive  Zahlen  r  und  s,  kleiner 
als  7>  und  q,  so  dass  jjs  —  qr  =  1,  was  immer  möglich  ist, 
wie  in  No.  23  bewiesen  wurde,  und  es  wird 

p        r 1 

q        s       qs^ 
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folglich,  indem  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  abzieht, 


«  .//'  ,    ./-Fl      1^ 


(^^^) 

p  —  qyK  = 


mithin  weiter: 

H 


r  —  syK  =  ~ 

9 


Da    nun  >   V  K    und    H  <^  }  K,     so     ist    offenbar 

H  'i  —         l 

<I4^,    folglich  y>  —  qVK<i-—\    um    so    mehr   also 


Z  +  yX-      ■^'      " '■^^»' 

5 

<Coj    da   s<^q\     also    wird   r  —  sYK    negativ 

und,  positiv  genommen.  ">>  — —  sein,  weil  1 ; :!>?• 

Setzt  man  V  ii  =  a ,  so  sind  also  die  beiden  Grössen 
])  —  aq  und  r  —  as  denselben  Bedingungen  unterworfen,  wie 
die  Grössen  in  No.  23;  man  wird  mithin  auch  die  Analyse 
der  No.  24  anwenden  und  ähnliche  Schlüsse  ziehen  können; 
u.  s.  f.  (No.  26).  Wenn  aber  _/?-  —  Kq^  =  —  H,  so  muss  man 
r  und  s  so  bestimmen,  dass  jis  —  q  r  =  —  1  ,  und  man  erhält 
folgende  zwei  Gleichungen: 


syK—r 


,(..-+ ^i)' 
^[^%)~'] 
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Da    // <^  VA'  1111(1   -«■<['/'   f*«^'   w'wü  <C  1  i^^'iii; 

SO  dass  .s"  |//ir  —  r  negativ  wird;  ich  behaupte,  dass  diese 
Grösse,  positiv  genommen,  ^7  V K  —  p  sein  wird;  dazu  muss 
bewiesen  werden,  dass 

ir i£_"i>_£_, 


oder  dass 


0-^) 


1>^L:J^,     d.h.    Vi^  +  ^>7/+l^; 
1 

aber  es  ist  II<^\K  (Voraussetzung);  also  genügt  es  zu  be- 
weisen, dass 

—  _>> oder  dass  pj;>svK  ; 

aber  letzteres  findet  oflenbar  statt,  denn  s  Viv  —  r  ist  nega- 
tiv, mithin  r^sVA',  und  um  so  mehr  p'^sVK^  weil 
P>r. 

Also  die  beiden  Grössen  p  —  </ Vii  und  r  —  sVK  haben 
entgegengesetztes  Zeichen  und  der  zweite  Werth  übertrift't  den 
ersteren,  abgesehen  vom  Zeiclien,  gerade  so  wie  vorhin;  also 
und  so  fort. 

Hat  man  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

p^'  —  Kif-  =  ±H 

in  ganzen  Zahlen  zu  lösen,  wo  H<:^  V/i,  so  braucht  man  nur 
das  in  No.  33  gegebene  Verfahren  zu  befolgen  und  ^1=1, 
B  =  0  und  C  =  —  A'  zu  setzen,  und  wenn  man  in  der  Reihe 
■'^n  ?  -^1 »  A  >  ^31  ■  •  ■  1  Pco+io  einem  Gliede  =  ±  H  be- 
gegnet, so  hat  man  die  gesuchte  Lösung;  andernfalls  hat  man 
sich  davon  überzeugt,  dass  die  vorgelegte  Gleichung  überhaupt 
keine  Lösung  in  ganzen  Zahlen  zulässt. 
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Bemerkung. 

39.  Wir    haben    in    No.  33    nur    eine    der    "Wurzeln    der 
Gleichung 

Ax"-  +  Bx  4-  C  =  0 

betrachtet  und  dieselbe  als  positiv-  vorausgesetzt;  hat  diese 
Gleichung  zwei  positive  Wurzeln,  so  nimmt  man  sie  beide 
nach  einander  für  a  und  schlägt  für  beide  Werthe  nach  ein- 
ander dasselbe  Verfahreu  ein ;  wenn  aber  eine  oder  alle  beide 
Wurzeln  negativ  sind,  daun  verwandelt  man  sie  zuerst  in  po- 
sitive, indem  man  nur  das  Zeichen  von  B  wechselt  und  dann 
wie  vorhin  verfährt;  nur  muss  man  die  Werthe  von  j^  "nd  q 
mit  verschiedenen  Zeichen  ansetzen,  d.  h.  die  eine  positiv, 
die  andere  negativ  (No.  29).  Im  Allgemeinen  wird  man  also 
dem  B  das  Doppelzeicheu  dz  geben,  uud  so  auch  dem 
VE,  d.  h.  mau  wird  Q^  :^  q=  J  J5  setzen  und  ±  vor  }  IS 
schreiben,    dabei  die  Zeichen  so  ansetzen,  dass 

±^B±:nE 

'=         a'~ 

positiv  wird,  was  stets  auf  zweierlei  Art  geschehen  kann; 
das  obere  Zeichen  von  B  wird  eine  positive  Wurzel  anzeigen, 
während  p  und  q  gleiche  Zeichen  erhalten ;  das  untere  Zeichen 
von  B  deutet  eine  negative  Wurzel  an  uud  p  und  q  müssen 
verschiedene  Zeichen  erhalten. 


Beispiel. 

40.  Welche  ganxen  Zahlen  7)iuss  man  für  p  und  q  nehmen, 
damit  die   Grösse 

9/-—  WSpq  +  378  7" 

6-0  Jdein  als  möglich  werde. 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  allgemeinen  Formel 
der  IIT.  Aufgabe,  so  hat  man  .1  =  9  ,  /^  =  —  t  IS,  C=  37S, 
mithin  B- —  i  AC  =  310:  also  gehört  der  Fall  unter  No.  33. 
Man  setze  also  £"=310  uud  ^}E  =  Vl'd,  und  bemerke, 
dass  y  79  ^  S  und  <^  9  ;  da  man  in  den  Formeln  nur  den  ganzen 
Näheruugswerth  verlangt,  so  kann  man  sofort,  statt  der  Wurzel- 


Minima  unbei-tiiuiuter  Formeu  mit  zwei  L'ubekannteu.       7  I 

frrössc  V  7!»  die  Zahlen  S  oder  !)  nelimen.  Je  naelidem  dieses 
Kadieal  von  den  anderen  Zalilen  derselben  Formel  abgezogen 
oder  ihnen   hinzugefügt  wird. 

Jetzt   gieltt    man    t'erner    sowohl    />'    als    VE    das    Doppel- 
zeichen ± ,  und  man  wendet  alsdann  diese  Zeichen  so  an,  dass 

±  59  zb  1/79 
a= 

positiv  wird  (No.  30),  worans  erhellt,  dass  man  immer  für 
die  Zahl  59  das  obere  Zeichen  nehmen  ninss  und  für 
1  79  sowohl  das  obere  als  das  untere  Zeichen  nehmen  kann. 
Man  macht  also  stets  Qp  =  —  \B;  und  VE  nimmt  man  folg- 
weise den  grösseren  und  den  kleineren  Werth. 

Sei  nun:    1.    J].E'=y7!)  positiv;    alsdann    voUfiilirt    man 
folgende  Rechnung  (No.  33] : 

C.=  -59,  /;  =  9,  ,,  <i!+l2?=7_ 

0,  =  9.,-59^4,        /•,=^«--^=-7,    ,,„<=l=f^=,, 


C>.  =  -3.5  +  7  =  -8,P,=i*-=l?=5,        ,„<^ii      =3, 
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Ic'li  breche  hier  ab,  deuii  ich  bemerke,  dass  Q.  =^  Q,  und 
P,  ^  P4,  und  die  Differenz  zwischen  1  und  7  ist  gerade,  also 
werden  die  folgenden  Glieder  gleich  den  vorhergegangenen  sein; 
man  hat  also : 

Q7  =  4,   f?,  =  — 3,   0^  =  7,   ..  .,  R=  — 7,   n  =  10  .., 

so  dass  man  nach  Belieben  die  vorstehenden  Reihen  ins  Un- 
endliche fortsetzen  könnte  durch  blosse  Wiederholung  der- 
selben Glieder. 

2.  Nehmen  wir  nun  179  negativ,  so  gestaltet  sich  die 
Rechnung  wie  folgt: 

0„  =  -59,  P„  =  9,  ^t  < ^-^'    =5, 

,,  =  9.5_59  =  -14,P.=l^=13,   ,.<^p   =1, 
0,=  13.1-14  =  -1,  P,  =  -l^=_6,   f'.<'-^=^      =1, 

()3  =  -6.1-l  =  -7,  P3=^'^  =  5,        ."3<^-      =3, 

n        -    •.       -        8             P        64  —  79                               s— 1  79       . 
g^  =  o.3 — /  =  8,  P^  =  — ^ = — 3,    /<^<; — =D, 

O.=  10. 1  —  7  =  3,  R  =  -^=^=-7,  ,.  <=l"=l^=l, 

0,  =  _7.1  +  3=-4,P,=Ü3i5  =  9,  ,,,<ü^      =,. 

0.  =  9. 1-4  =  5,  P,  =  ?^=_6,  ,,.<=i=|li-9==2, 

O,=-0.2  +  5=-T,n=l^i«  =  5,  ,-,<l±iI^      =3, 
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Man  kann  hier  aut'li(iren,  da  Qy  ^  Q3  und  /',,  =  /  ^ ,  und 
die  Difterenz  von  '•  und  3  gerade  ist;  bei  Fortsetzung  der 
Keilien  würde  man  nur  die  bereits  gefundenen  (ilieder  wieder 
erlialteu. 

Betraehtet  man  die  Werthe  der  in  beiden  Fällen  gefunde- 
neu (ilieder  /', ,  P^ ,  1'^,  1\,  .  .  .  ,  so  Hudet  mau  den  kleinsten 
=  —  3 ;  im  ersten  Falle  ist  es  1\ ,  dem  p^  und  73 ,  und  im 
zweiten  ist  es  P^ ,  dem  7)^  und  7^   eutsprecheu. 

Hieraus  folgt,  dass  der  kleinste  Werth,  den  die  vorge- 
legte (Jrrtsse  annehmen  kann,  gleich  —  3  ist;  um  die  ent- 
spreeheuden  "NVerthe  von  p  und  7  zu  erhalten,  nimmt  man  im 
ersten  Falle  u  ,  », ,  «^,  nämlieli  7  ,  1  ,  1  ,  und  bildet  die  Ilaupt- 

brüche   },  ^,    V ;     der    dritte    Bruch     wird     also  —  sein,  so 

dass  p.^  =  lö  und  (j^  =  2  wird;  d.  h.  die  gesuchten  Werthe 
sind/)  =15,  7  =  2.  Im  zweiten  Falle  nimmt  man  /.i,  /<,, 
."»»  («3  gleich  5,1,1,3  und  erhält  die  Brüche  |^,  |,  y,  y; 
so  dass  p^  =  39  und  7^  =  7  ;  also  p  =  39  und  7=7. 

Die  Werthe,  die  wir  soeben  für  p  und  7  für  das  Minimum 
gefunden  haben,  sind  auch  die  möglichst  kleinsten,  aber  man 
kann  auch  folgeweise  immer  grössere  linden ;  denn  oöeubar 
wird  dasselbe"  Glied  —  3  nach  jedem  Zwischenraum  vou  sechs 
Gliedern  wiederkehren,  so  dass  man  im  ersten  Falle  P3  =  —  3 , 
Pg  =  —  3  ,  -/',  5  =  —  3  ,  .  .  .  ,  und  im  zweiten  I\  =  —  3  , 
Pjo  =  —  2>  -^^10  =  —  '^  erhalten  wird.  Im  ersten  Falle 
werden  die  genügenden  Werthe  von  p  und  7  gleich  2^3  ^  I3  j 
i^y,  ?9  ,Pt-.i  7.5 »  •  •  .  "nd  im  zweiten 77,,  7,,  p^^,  7,^ ,  ;;,,,,  7,,,  .  .  . 
sein.  Nun  sind  die  Werthe  von  u ,  f.i^ ,  f.i^,  .  .  .  im  ersten 
Falle 

7,    1,    1,   5,   3,   2,    1,    1,   1,   5,   3,   2,   1,    1,    1,   5,   3,   .  .  ., 

u.  s.  f.  bis  ins  Unendliche,  weil  /<,  =  u^  und  /<^  =  ^i/^ .  .  .  ^  ; 
man  braucht  also  nur  nach  No.  20  die  Hauptbrüche  zu  bilden: 

7,     1,    1,    5,     3,      2,      1,      1,       1,       5,     .  .  .  , 

J7_  _S^   ^  M   264   «11   «^   1480  2361   13291 
1  '  1  '  2  '  11  '  35  '  81  '  116  '  197  '  313  '  1762  '  *  ■  '  ' 

und  man  kann  für  p  die  Zähler  des  dritten,  neunten  u.  s.  f., 
sowie  für  q  die  entsprechenden  Nenner  nehmen,  es  wdrd  also 
p  =  1 5,  7  =  2,  oder  /;  =  236 1 ,  7  =  313,  oder  u.  s.  f. 
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Im   zweiten  Falle   werden   die  Werthe  von    u,,  /<,,   u^  .  .  . 

5,    1,    1,   3,   5,   1,    1,    1,   2,   3,   5,    1,    1,    1,   2,   .  .., 

weil  /<,,  =  «j,  /<,,;  =  /7^  ,  .  .  .  .  Man  wird  also  folgende  Brüche 
bilden : 

5,    1,    1,    3,     5,      1,      1,      1,      2,      3,       5,   .  .., 

5__fill39206245451696     1843     6225     32968 

1   '     1    '    2   '     7   '     37    '     44   '     81    '    125  '    331  '   1118  '    5921    '  '  '  "' 

und  der  vierte,  zehnte  u.  s.  f.  Bruch  ergeben  die  Grössen 
])  und  Qj  und  zwar ^;  =  39 ,  7  =  7,  oder p  =  6225 ^  q  =  \IIS, 
und  so  fort. 

In  dieser  Weise  kann  man  orduungsmässig  alle  p  und  q 
finden,  die  deu  gegebenen  Ausdruck  =  —  3  werden  lassen,  wel- 
ches der  kleinste  Werth  ist,  den  er  erhalten  kann.  Auch  könnte 
man  eine  allgemeine  Formel  aufstellen,  die  alle  diese  Werthe 
von  j)  und  q  enthielte;  wer  sich  dafür  interessirt,  findet  sie 
nach  der  von  uns  anderswo  entwickelten  Methode,  von  der  wir 
oben  sprachen  (No.  35). 

Wir  fanden  soeben,  dass  das  Minimum  des  vorgelegten 
Ausdruckes  =  —  3  sei,  also  negativ;  nun  könnte  man  den 
kleinsten  positiven  Werth  verlangen,  hierzu  brauchte  man  nur 
die  Reihen  P^,  P, ,  I\,  I\,  ...  in  beiden  Fällen  zu  prüfen  und 
man  ersähe  sogleich,  dass  der  kleinste  positive  Werth  in  beiden 
Fällen  =5  ist;  und  da  im  ersten  Falle  P^,  und  im  zweiten  P, 
den  Werth  =5  hat,  so  sind  die  kleinsten  Werthe  von  p 
und  7,  die  den  kleinsten  positiven  Werth  des  gesuchten  Aus- 
druckes ergeben,  j^^,  'Ui  oder  p^^,  q^^^  oder  u.  s.  f.  im  ersten 
Falle,  und  im  zweiten:  p .^^  (/j ,  oder  7;,^ ,  ^.j ,  u.  s.  f.;  mit  Hülfe 
der  oben  stehenden  Brüche  erhält  mau  also:  p  =  S3,  7  =  11, 
oder  p  =  13291 ,  q  =  1702 ,  .  .  .  ,  oder  p  =  ].[ ,  q  =  2,  oder 
_?j=  1843,'?=  331,  oder  u.  s.  f. 

Man  versäume  übrigens  nicht  zu  bemerken,  dass  die  Zahlen 
/<,  </,  ,  /<.,,...,  die  in  beiden  Fällen  gefunden  worden  sind, 
nichts  anderes  sind  als  die  Glieder  der  Kettenbrüche,  die 
die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

9.r-  —  llS.r-f-  37S  =  0. 

darstellen. 

Diese  Wurzeln  sind  also  folgende 
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1  + 
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1  + 
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^+^ 


5  + 


1  + 


1 


1  + 


1 


3  + 


1 


5  +  . 


Ausdrücke,  die  man  bis  ins  Unendliche  durch  einfache  Wieder- 
hohmg  der  Glieder  fortsetzen  kann. 

Aus  Vorstehendem  ersieht  man,  wie  man  verfahren  muss, 
um  die  Wurzeln  der  Gleichungen  zweiten  Grades  in  Ketten- 
brüchen darzustellen. 


Scholie. 

41.  Eulcr  hat  im  XL  Bande  der  »Neuen  Petersburger 
Coramentarien«  eine  der  vorstehenden  Methode  analoge  ge- 
geben ,  nur  ist  er  dabei  von  etwas  anderen  Principien  aus- 
gegangen, um  die  Wurzel  aus  irgend  welcher  nicht  quadrati- 
schen Zahl  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln,  und  hat  eine 
Tabelle  hinzugefügt,  in  welcher  für  alle  Zahlen  bis  120  die 
Wurzeln  in  Kettenbrüchen  mitgetheilt  sind.  Da  diese  Tabelle 
bei  verschiedenen  Gelegenheiten  nützlich  sein  kann,  nament- 
lich für  Lösung  der  unbestimmten  Aufgaben  zweiten  Grades, 
wie  man  später  sehen  wird  (§  VII),  so  glauben  wir  unseren 
Lesern  einen  Gefallen  zu  erweisen,  wenn  wir  diese  Tabelle 
hier  mittheilen.  Man  wird  bemerken,  dass  einer  jeden  Wurzel 
zwei  Reihen  ganzer  Zahlen  entsprechen :  die  obere  ist  die  der 
Pfl ,  — Pj ,  P, ,  — P3 ,  .  .  .  ,  und    die   untere    die  der  ,a,  /v,, 

/<.,     ito 
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lu 
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1 
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1 

1 

1  ... 

6 

12 

12 

12 

2  ... 

1 

2 

1 

2  1 

2   1 

6 

6 

12  6 

12 

6  12  . 

1 

3 

1  3 

1 

3   1 

6 

4 

12  4 

12 

4  12 

1 

4 

1  4 

1 

4   1 

6 

;j 

12  3 

12 

3  12 

1 

5 

5   1 

5 

5   1  . 
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2 

2  12 
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2  12  . 
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1  6 
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1/43 


1/44 
1/45 
V46 

V47 

Vis 

1/50! ; 
1/5T 

y52 

y53 

1/55 


1     7     6     3     9     2     9     :5     6     7        17     0... 
6     113     15     13     1112     11... 

18     5     74758       185... 
6     1      1      1     2     1     1      1      12     1      l     .  .  . 

194549       194     5     49       194. 
6     1     2     2     2     1      12     1     2     2     2     1     12     1     2     . 

1      10     3     7     G     5     2     5     6     7     3     10        1      10     3 
6       13     112     6     2     113       1     12       13 


1112     11        1      11     2     11        1     .  .  . 
6       15       112       15       112... 

1      12       1      12       1      12     ... 

6  112       112       1     .  .  . 

1        1        1     .  .  . 
14     14     14     ... 

12  12       12... 

7  7      14     7      14     7     .  .  . 

13  9     4     9     3       13     9     4     9     3       13 
7     4     1     2     1     4     14     4     1     2     1     4     14     4 

14774       14774       147.. 
7     3     1      1     3     14     3     1     1     3     14     3     1     .  . 

15     9     2     9     5       15     9     2     9     5       1      5 
7     2     1     6     1      2     M     2     1     6     1     2     14     2 


16     5     6       16     5     6       16 
7     2     2     2     14     2     2     2      14     2 


y—  (  1  7  17       17       1      .  . 

'^         j  7  2  14     2     14     2     14     .  . 

^-  i  1  8  7     3     7     S        1     ^     7 

'^         (  7  1  1      4     1      1      14     1      1 

1/58 


19     6     7     7     6     9       19     6 
7     1     1      1     1      1      1      14     1      1 


y59 


1     10     5     2     5     10       1      10     5 
12     7     2       1     14       12 


Vqo  { 

1    11   4   11 

7       12       1 

1      11     4     ... 
14       12... 

yeij 

1      12     3     4 
7       14     3 

9     5     5     9     4     3 
12     2     13     4 

12       1      12     3 
1      14       1     4 
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3 

14   13  3 

16 

3 

3  ... 

1 

6 

9 

5  9  6   16 

9  . 

8 

2 

1 
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5 
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3  3  8  9   1 

9  8 
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1 
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12 

5 
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9  8 

5 
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1 

2 
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1   1 

2 

1   16   1 

1 

13 

4 
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1  3 
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3 
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8 

1 

4 

1   16   1  4 

1 
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1 

16 

1 
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8 

1 
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1   1   1  1  .  .  . 

9  IS  18  IS  ... 

12   12  12. 

9  9  18  9  18  9  . 

3  3   13  13. 

9  6  18  6  18  6  . 

14  9  9  4   14 

9  4  1  1  4  18  4 
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11 
1 


10 
1 


1  6 
18  3 

9  8  9 
1   1  1 


1  6 

18  3 
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18 


7  9 
2  1 


18  5  5  8 
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19  19 
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2  3 
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Man   liat   z.  H. 

]  2  =  IH ^ 


2    •         ' 


2  + 

VJ=i  +  — - 


-.^ 


1111(1  älmlicli  für  (li(>   Tebrigen. 

Bildet  man  dio  convergirenden  Brüche  — ,  ^,  — ",  ^ 

?o      9i      9-i     Vs 
nach  einem  jeden  dieser  Kettenbrüche,  so  erhält  mau 

und  ebenso 

pI  —  3^^  =  1 ,  p;  —  3q1  =  —  2  ,  pI  _  3(y:^  =  J,   .  . 


i^   11 1.    Ueber  die  A.iiflösung  der  Gleichungen  ersten  Grades  mit 
zwei  Unbekannten  in  ganzen  Zahlen. 

(Zusatz  zum  ersten  Kapitel.) 

42.  Hat  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

ax  —  by  =  c 

zu  lösen,  wo  a,  &,  c,  gegebene  ganze,  positive  oder  negative 
Zahlen  sind  und  auch  die  beiden  Unbekannten  x  und  /j  ganze 
Zahlen  sein  sollen,  so  genügt  es,  eine  einzige  Lösung  zu 
kennen,  um  aus  dieser  leicht  alle  übrigen  noch  möglichen 
herzuleiten. 

Angenommen,  man  wisse,  dass  die  Werthe  x  =  a  und  y  =  ß 
der  Gleichung  genügen,  wo  a  und  ß  irgend  welche  ganze 
Zahlen  seien,  so  hat  man 

aa  —  bß  =  c, 

Ostwald'8  Klassiker.     1U3.  R 
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mithin 


oder 


woraus : 


ax  —  hij  -=(10. —  h^i , 
a[x  —  u)  —  h'^j  —  if]  =  0; 
X  —  u       h 


11  —  ß        « 

Nim  drücke  man  —  in  den  kleinsten  Zahlen  aus  und  man 

h  ^ 

erhalte    so    — ,   wo  h^   und  a^   relativ  prim   zu    einander   sind, 

alsdann  kann  die  Gleichung 

X  —  a       h. 


y  —  ii       «, 

nur  bestehen,  da  x  —  a  uud  ij  —  ß  ganze  Zahlen  sind,  wenn 
X  —  a  =  mh^^  y  —  ß=^7na^^  wo  m  irgend  eine  ganze  Zahl 
ist;  also  hat  man  allgemein: 

X  =r  «   -f-   "^  ^'i  )      V  =  ß  +   ''^  ^1  > 

WO  in   irgend  eine  unbestimmte  ganze  Zahl  ist. 

Da  mau  nach  Belieben  m  positiv  oder  negativ  nehmen 
kann,  so  ist  es  leicht  ersichtlich,  dass  sich  stets  m  so  wählen 
lässt,    dass  der  Werth  von  .r,  abgesehen  vom  Zeichen,  nicht 

grösser  sei   als-^,  oder  y  nicht  grösser  als-^;  hieraus  folgt, 

dass,  wenn  die  vorgelegte  Gleichung 

(IX  —  /'//  =  <■ 

in  ganzen  Zahlen  lusl^ar  ist,  und  man  au  Stelle  von  ./■ 
alle    i)0sitiveu    und   negativen    Zahlen    zwischen    den    Grenzen 

und  einsetzt,  man   notlnveudi^  aut  einen  \\  ertli  sti>>srn 

2  2 

muss,   der  der  Gleichung  genügt ;  ebenso  wird  man  unter  den 

ganzen  positiven  und  negati\  en  Wertluu  zwiselu-u     '  und  — — ^ 

einen  Werth  von  y  finden,   der  genügt. 

Auf  diese  Art  kann  man  eine  erste  Lösung  der  vorge- 
legten Gleichung  finden,  während  die  Formel  alle  übrigen 
ergiebt. 


Gleicliungen  ersten  Grades  mit  zwei  riibekanuten.         S3 

43.  Will  man  aber  nicht  die  soelien  vorgeschlagene  Me- 
thode des  Ilernmtastens  anwenden,  denn  sie  dürfte  oft  sehr 
mühselig  sein,  so  kann  man  die  im  ersten  Kapitel  von 
Eulcra  Algebra  mitgetheilte  gebrauchen;  sie  ist  selir  einfach 
nnd  sehr  direct;  man  kann  alxr  auch  auf  folgende  Art  ver- 
fuhren. 

Man  bemerke  : 

Dass  1.,  wenn  '/  und  h  niclit  relativ  prim  sind,  die  Glei- 
chung in  ganzen  Zahlen  nur  dann  bestehen  kann,  wenn  die 
gegebene  Zahl  c  ein  Vielfaches  des  gWissten  gemeinsamen 
Theilers  von  a  und  h  wäre ;  nimmt  man  die  Division  als  aus- 
geführt an,  nnd  bezeichnet  die  Quotienten  mit  a^  ,  b^  ^  (", ,  so 
hat  man   die  Gleiclumg 

«1  •^'  —  ^^, .'/  =  ^4 

zu  lösen,  wo  a  nnd  b  relativ  prim  sind. 

Dass  2.,  wenn  man  die  Werthe  von  j)  und  7  tiiulen  kann, 
die  der  Gleichung 

genügen,  man  auch  die  vorstehende  Gleichung  lösen  kann ; 
denn  mnltiplicirt  man  diese  Werthe  mit  =t  c,  ,  so  hat  man 
Werthe,  die  der  Gleichung 

«1  a^  —  ^>i  z/  =  f'i ; 

genügen,  d.  h.  man  hat 

Aber  die  Gleichung 

aj^  —  h^q  =  ±\ 

ist  immer  in  ganzen  Zahlen  hisbar,  wie  das  in  No.  23  be- 
wiesen   Avurde;    um   die    kleinsten    genügenden  Werthe  von  p 

und  ([  zu  linden,  braucht  man  nur  den  Bruch  —  nach  der  j\Ie- 

thode  No.  4  in    einen  Kettenbruch    zu    verwandeln    und  dann 

nach    No.  10  die    Reihe    der   gegen    denselben  Bruch    —  con- 

vergirenden  Hauptbrüche  herzuleiten;  der  letzte  dieser  Werthe 

wird  der  Bruch  —  selbst  sein,   und  nennt  man  den  vorletzten 
a. 
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V 

— ,  so  wird  nach  dem  Gesetz  dieser  Brüche  (No.  12) 

P 
wo    das    obere  Zeichen   gilt,    wenn    die    Ordnungszahl    von   — 

<l 
gerade  ist,  nnd  das  untere  Zeichen,  wenn  diese  Zalil  ungeradf 
ist.  Sobald  die  Werthe  von  p  ^ni<^  ?  bekannt  sind,  hat  man 
zunächst : 

und  nimmt  man  nun  diese  Werthe  für  a  und  ß,  so  hat  man 
im  Allgemeinen  (No.  42) 

X  =  :±ipc^  +  mh^ ,    y  =  ±  qf\  -\-  ma^^ 

Ausdrücke,   die  nothwendig  alle  möglichen  Lösungen  der  vor- 
gelegten Gleichung  in  ganzen  Zahlen  enthalten. 

Um  übrigens  keinen  Zweifel  hinsichtlich  der  praktischen 
Anwendung  dieser  Methode  übrig  zu  lassen,  wollen  wir  be- 
merken, dass,  obwohl  die  Zahlen  a  und  h  positiv  und  negativ 
sein  können ,  man  sie  doch  immer  positiv  annehmen  darf, 
wenn  man  nur  dem  x  entgegengesetzte  Zeichen  ertheilt,  wenn 
a  negativ,  und  dem  y,  wenn  h  negativ  ist. 


Beispiel. 

44.  Um  von  vorstehender  Methode  ein  Beispiel  zu  gebt^n, 
wollen  wir  die  in  No.  14  des  ersten  Capitels  von  Eitkn  Algebra 
gestellte  Aufgabe  behandeln,  wo  es  sich  darum  handelte,  die 
Gleichung 

•^9p  =  5G.^4-  11; 

zu  lösen;  schreiben  wir  x  statt/)  und  //  statt  (] ,  so  haben  wir: 

39. r  —  5G//=  1  1. 

AYir  machen  also  0=^89,  /)  =  r)l),  (==11;  und  da 
56  und  39  schon  relativ  prim  zu  einander  sind,  so  haben  wir: 
a^  =  39,  b^  =  56,  c^  =  11.     Man  entwickele  also  den  Bruch 

-*-  =  — -   in  einen  Kettenbruch,  und   mache  dazu   [wie   schon 
a,         39  '  ^ 

in  No.  20  geschehen),  die  folgende  Rechnung: 


Gleichungen  ersten  nr:ule&  mit  zwei  Unbekannteu.  So 


39  I  5()  :  1 
|39 


39 

2 

34 

5 

17 

15 

2 

5 

2 

4 

T 

2 

2 

0. 


)ilde   111:111    darauf 


Mit  Hülfe   der    C^uotieuteii    i  ,   2  ,    ;^  ,  . 
die  Brüche 

1,    2,    3,    2,    2, 

1       :!      10     2:i     r>() 
T'  T'  T'  Tii'  üü' 

23  p 

und  der  vorletzte  Bruch  —  ist   es,    den  wir  allgemein   mit  — 

16  '7 

bezeichnet    haben;    so    erhält    man  7^  =  23,  7  =  1(J ;    und  da 

dieser  Brucli  der  vierte  und  mithin  eiu    geradzahliger  ist,    so 

muss  mau  das  obere  Zeichen  nehmen  und  erhält  allgemein : 

2;  =  23  .  n  +  b(y}ii  ,     //  =  1  6  .  11  +  39  vi , 

wo  m  eine    beliebige    ganze    positive  oder  negative  Zahl  sein 
kann. 

B  e  m  e  r  k  u  n  g. 

45.  Die  erste  Lösung  vorstehender  Aufgabe  verdankt  man 
Backet  de  3Ieziriac,  der  sie  in  der  zweiten  Ausgabe  seiner 
»Recreations  mathematiques«  unter  dem  Titel  »Problemes 
plaisans  et  d«51ectables,  etc.«  gegeben  hat.  Die  erste  Auflage 
dieser  Arbeit  erschien  1012;  aber  da,  wurde  die  fragliche 
Lösung  nur  angekündigt,  und  erst  in  der  Auflage  von  1624 
findet  man  sie  vollständig.  Backet^  Methode  ist  eine  sehr 
directe  und  sehr  geistreiche  und  lässt  in  Hinsicht  auf 
Eleganz  und  Allgemeinheit  nichts  zu  wünschen  übrig. 

Wir  ergreifen  mit  Vergnügen  diese  Gelegenheit,  dem  Autor 
die  ihm  in  Hinsicht  auf  diesen  Gegenstand  schuldige  Ge- 
rechtigkeit widerfahren  zu   lassen,    denn    wir   haben  bemerkt, 
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<l;iss  diejenigen,  die  dieselbe  Aufgabe  naeb  ibni  bebandelt 
haben,  ihn  gar  nicht  erwähnen. 

In   Kurzem   ist   folgendes   Backet'^  Methode:    Nachdem  er 
gezeigt  hat,  wie  die  Lösung  der  Gleichung  von  der  Form 

ax  —  hjj  =  c, 

Avo  a  und  h  relativ  prim  sind,  auf 

ax  —  by  =  d[z  1 

zurückgeführt  werden  kann,  geht  er  an  die  Lösung  dieser 
letzten  Gleiohuug  und  dazu  schreibt  er  vor,  man  verfahre 
mit  a  und  J)  gerade  so,  Avie  Avenn  man  den  grössten  gemein- 
samen Theiler  aufzusuchen  habe  (gerade  Avie  auch  Avir  thaten  ; 
dann  nennt  er  c,  d,  e,  f,...  die  aus  den  DiAisionen  sich  er- 
gebenden Reste  und  lässt  etAva  f  den  letzten  sein,  der  noth- 
Avendig  gleich  1  sein  Avird  (weil  a  und  b  relativ  prim  sind), 
und  macht,   Avenn  die  Anzahl  der  Reste  eine  gerade  ist, 

ßazpi 

— r-  =  "' 

und  diese  letzten  [J  und  «  Averdeu  die  kleinsten  Werthe  von 
X  und  y  sein. 

Ist  die  Anzahl  der  Reste  ungerade,  und  Aväre  etwa  y  der 
letzte  Rest  =  1,  so  müsste  man  setzen 


Mau  erkennt  leicht,  dass  diese  Methode  im  Grunde  auf 
die  des  ersten  Kapitels  hinauskommt ;  aber  sie  ist  Aveniger 
l)equem,  Aveil  sie  Divisionen  verlaugt;  die  Geometer  übrigens, 
die  sich  für  diese  Frage  iuteressiren,  Averden  mit  Vergnügen 
in  der  Arbeit  von  Barhet  sehen,  was  er  für  Knnstgrifle  ge- 
braucht, um  zu  der  vorstehenden  Regel  zu  gelangen,  um  da- 
raus  die   vollständige  Lösung   der  Gleichungen  von  der  Form 

ax  —  hy  =  c. 
herzuleiten. 


Unbestininite  Gleichungen  höheren  Grades.  S7 


§  IV.     Methoden  um  in  ganzen  Zahlen  unbestimmte  Gleichungen 

mit  zwei  Unbekannten  aufzulösen,   wenn  die  eine  der  letzteren  den 

ersten  Grad  nicht  übersteigt  und  wenn  die  beiden  Unbekannten 

Producte  nur  einer  und  derselben  Dimension  bilden. 

(Zusatz  zum  III.  Kapitel.) 

46.   Es  sei  die  allgemeine  Gleichung 

a  -\-  hx  -f-  c!i  +  <^i'''  +  f  •'■//  -{-  f-''^  4-  5''"''.V  +  /'•'■' 
+  /.v'//  +  .  .  .  =0 

vorgelegt,  in  weloluT  die  Coefficienten  a,  b,  c,  .  .  .  gegebene 
ganze  Zahlen  und  ./■  und  //  zwei  unbestimmte,  gleichfalls  ganze 
Zahlen  sind. 

Drückt  man   //  durcli  x  aus,   so  kommt: 

a-\-bx-{-  dx-  +  /"a:"  +  ha*  +  •  •  • 
.'/  =  — 


c  -\-  ex  -{-  g.rr'  -\-kx^  -^  .  .  . 

mithin    kommt    die    Aufgabe    darauf  hinaus,    eine  ganze  Zahl 
für  ./•   zu    bestimmen,  die  den  Zähler  vorstehenden  Ausdrucks 
durch  den  Nenner  theilbar  ersclieiuen  lässt. 
Es  sei 

21  =  a  +  hx  +  (L,-  -h  /"./:=•  +  //.r'  4-  .  .  . , 
q  =  r-\-  cx  -!-  fjx'^  +  /.•./•■'  +  .  .   . , 

und  man  climinire  x  aus  diesen  beiden  Gleicliungeu  nach  ge- 
wöhnlichen Kegeln  der  Algebra,  so  erhält  mau  schliesslich 
eine  Gleichung  von  der  Form : 

J  +  Bp  +  Cq  +  Dp'  +  F.pq  +  i^r/-  +  Gp^  -I-  .  .  .  =  0, 

wo  die  Coefficienten  ^1,  i?,  C,  .  .  .  rationale  ganze  Functionen 
von  a,  &,  c,  .  .  .  sein  werden. 

Da   nun  /y  = ,   so  ist  auch  p  =  —  7/y;   substituirt  man 

diesen  Werth  von  p ,   so  kommt : 

^  A  —  Bijq  +  Cq  +  Dinf  —  Eq-y  +  i^r  +  .  .  .  =  0 , 

woraus  erhellt,  dass  alle  Glieder,  mit  Ausnahme  des  ersten, 
mit  q  multiplicirt  erscheinen;    also   muss    die  Zahl  Ä  durch  q 
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theilbar  sein,  sonst  könnten  7  und  //  nicht  zugleich  ganze 
Zahlen  sein. 

]\Ian  sucht  also  alle  Factoren  der  ganzen  Zahl  Ä  auf  und 
nimmt  folgweise  einen  jeden  derselben  für  7;  eine  jede  solche 
Einsetzung  wird  eine  bestimmte  Gleichung  in  x  geben,  deren 
rationale  ganze  Wurzeln,  falls  solche  vorhanden  sind,  man 
nach  bekannten  Methoden  aufsucht;  diese  Wurzeln  setzt  man 
dann  au  Stelle  von  x  und  sieht  nun  zu,  ob   die  resultirenden 

P 
Werthe   von  jj  und  7  so  beschaflen  sind,  dass  sie  —  zu  einer 

ganzen  Zahl  machen.  Auf  diesem  Wege  ist  man  sicher,  alle 
ganzen  Werthe  von  x  zu  finden,  die  zugleich  ganze  Werthe 
von  y  in  dem  vorgelegten  Ausdruck  ergeben  können. 

Hieraus  erhellt,  dass  bei  solchen  Gleichungen  die  Anzahl 
von  Lösungen  in  ganzen  Zahlen  stets  eine  beschränkte  ist; 
ausgenommen  einen  Fall,  der  aus  vorstehender  Methode  her- 
austritt. 

47.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  e,  g,  /.•,...  gleich  0  sind, 
alsdann  wird  einfach: 

a-{-bx-{-  dx''  4-  fx^  +  hx'  -h  .  •  • 

y  = ; 

auf  folgende  Art  muss  mau  verfahren,  um  alle  Werthe  von 
x  zu  finden,   die  den  Ausdruck 

a  +  bx  +  dx-  +  fx'  +  hx^  +  .  .  . 

durch  c  theilbar  werden  zu  lassen:  gesetzt,  mau  habe  eine 
ganze  Zahl  n  gefunden,  die  dieser  Bedingung  genügt;  alsdann 
ist  leicht  ersichtlich,  dass  eine  jede  Zahl  von  der  Form 
ndzuc  gleichfalls   genügen    wird,    wenn    u    eine   ganze   Zahl 

ist;  wenn  ferner  «^—  (abgesehen  vom  Zeichen  von  //  und  c, 
so  kann  luau  iiimuT  u  und  sein  Zeichen  so  bestimmen,  dass 
ndz  uc<^—  wird;  und  zwar  kann  dieses  nur  auf  eine  ein- 
zige Art  geschehen,   da   ii  und  c  gegeben  sind;  heisse  nun  //, 

c 
dieser  Werth  von  >/  zti  uc,   der  kleiner  ist  als  —  und  der  der 

fraglichen  Bedingung  genügt,   so  hat  mau  allgemein 

u  =  n^  —  ttc , 
wo  <<   irgend  eine  Zahl  bedeutet. 
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Ilienius  schliefst-  k-h,  tlass,  weun  mau  folgweise  in  den 
Ausdruck 

a  4-  h.r  -{-  dx-  4-  fx^  +  .  .  . 

an  Stelle  von  j:  alle  positiven  uu(i  negativen  Zahlen  einsetzt, 
die  kleiner  sind  als  — ,  und  wenn  man  mit  «,  ,  n^,  n.^,  .  .  .  die- 
jenigen Zahlen  bezeichnet,  die  den  Ausdruck  a-\-hx-{-dx--{-j  .  .  . 
durch  c  theilbar  machen,  alle  anderen  Zahlen,  die  dasselbe 
leisten,  nothwendig  in  den  Formen 

II ^  ±  «,c,    Zt.,  zb  »,c,    )i^  du  u.^c,  ... 

enthalten  sind,  wo  lt^,  /*., ,  u^  .  .  .  irgend  welche  ganze  Zahlen 
bedeuten. 

liier  könnte  man  verschiedene  Bemerkungen  einschalten, 
um  diis  Aufsuchen  der  Zahlen  n^,  n^,  7l.^,  .  .  .  zu  erleichtern; 
aber  wir  glauben  uns  nicht  länger  bei  dieser  Frage  anflialten 
zu  müssen,  da  wir  dieselbe  schon  früher  I)ehandelt  haben  in 
einer  Abhandlung  der  Berliner  Akademie  von  176S,  die 
den  Titel  führt:  Nouvelle  ^lethode  pour  resoudre  les  Problemes 
indeterminees*),  Yergl.  auch  Mem.  von  Legeudre  »sur  l'ana- 
lyse  indeterminee,  im  Kecueil  de  l'Academie  des  Sciences  de 
Paris  pour  l'annde  1785. 

4S.  Behandeln  wir  nun  die  Gleichung  von  der  Form: 

ay^  _|_  hf-'x  +  cy"'-'x-  +  dif'-'x^  +  .  .  .  =  /i, 

in  welcher  a,  6,  c,  .  .  .  ,  h  gegebene  ganze  Zahlen  sind,  und 
wo  die  Unbestimmten  x  und  _?/,  die  überall  in  derselben 
Dimension  vorkommen,  gleichfalls  ganze  Zahlen  sein  müssen. 
Ich  werde  zunächst  voraussetzen,  dass  x  und  y  relativ 
prim  und  ausserdem  auch  y  und  h  relativ  prim  sind;  ich  behaupte, 
man  könne  x  =  ny  —  hx,  setzen,  w'O  n  und  z  unbestimmte 
ganze  Zahlen  sind;  denn,  sieht  man  x,  y  und  h  als  gegebene 
Zahlen  an,  so  hat  man  eine  in  ganzen  Zahlen  nach  der  Me- 
thode des  §  III  lösbare  Gleichung,  weil  nach  der  Voraussetzung 
y  und  h  ausser  der  Einheit  keinen  gemeinsamen  Factor  haben. 
Man  setze  diesen  Ausdruck  von  x  in  die  vorgelegte  Gleichung, 
so  \vird  dieselbe : 


CEuvres  de  Lagrange,  t.  II,  p.  65.5. 
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{a^bnj-  071"  f  fhv'  -f  .  . .)  if—  [h  +  2 o«  +  3 dn-  + . .  .) /;//'"-'.i 
+  (c  4-  3r/M  +  .  .  .)  h}f^-'-;:-  —  ...=/,, 

und  man  siebt,  dass  alle  Glieder  schon  durcli  h  theilbar  sind, 
ausgenommen  das  erste 


[a  +  hn-{-  cu-  +  d  n^  -f  .  .  .jy/"». 

Damit  also  die  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  bestehen  könne, 
muss  auch  der  vorstehende  Ausdruck  durch  h  theilbar  sein. 
Wir  setzten  aber  voraus,  dass  h  und  y  relativ  prim  seien; 
folglich  muss 

a  -\-  hn  -f-  '"'^"  +  dii^  +  .  .  . 

selbst  durch  h  theilbar  sein.  Also  braucht  man  nur  nach 
der  Methode  der  vorigen  Nummer  alle  Werthe  von  n  aufzu- 
suchen, die  dieser  Bedingung  genügen;  macht  man  für  einen 
jeden  dieser  Werthe 

a  -\-  bn  -\-  cn-  -{-  d n^  -j-  .  .  .  =  JiA, 
b-{-2cn+ddn--i-  .  .  .  =  B, 
c-\-ddn-{-.  .  .  =  C, 


so  -wird  die  vorgelegte  Gleichung,  nach  diesen  Substitutionen 
und  nach  Division  aller  Glieder  durch  h : 

Ä>/"'  —  Btf'-y^  -h  h  Cif"--xr  —  .  .  .  =  1 ; 

und  da  diese  Gleichung  eine  in  No.  30  behandelte  Form  hat, 
so  ist  sie  allen  in  §  U  gegebenen  Methoden  zugänglich,  und 
man  kann  alle  genügenden  Werthe  von  //  und  ;  Hnden.  Diese 
Werthe  sowie  die  von  n  sind  also  bekannt  und  man  erhält 
allgemein : 

X  =  mj  —  h  \. 

Wir  setzten  voraus,  x  und  //  seien  relativ  prim  und  ebenso 
//  und  // ;  diese  Annahme  ist  erlaubt,  weil  x  und  //  unbe- 
stinunt  sind;  da  aber  diese  Voraussetzungen  nicht  absolut 
nothwendig  sind,  so  erübrigt  noch  zu  untersuchen,  in  welchen 
Fällen  sie  fortfallen.  Angenommen  also:  1.  x  und  //  hätten 
einen  gemeinsamen  Factor  a;  alsdann  braucht  man  nur  in  der 
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vorgelefirten  Oleicliuno:  «.»•,,  «//,  nn  Slolh'  von  ./•  und  //  zu 
setzen  uutl  il.-inn  ;/•,  und  //,  als  icliitiv  prini  anzusehen.  Durch 
diese  Sultstitution  aber  -werden  otVeuhar  alU-  Glieder  des  ersten 
Theiles  der  Gleiehun^  mit  a'"'  niultiplicirt  erscheinen;  also 
nuiss  der  zweite  Theil  //  durch  a"'  theilbar  sein;  daher  kann 
man  für  a  nur  die  in  h  enthaltenen  Factoren  nehmen,  die 
sieh  in  der  ???-ten  Potenz  in  demselben  vorfinden.  Enthält 
nun  //  keinen  Factor  in  der  m-ten  Potenz,  so  kann  man  sicher 
sein,   dass  .r  und  //  nothwendig  relativ  prim  sind. 

Enthält  //  einen  oder  mehrere  Factoren  in  der  Potenz  vi, 
so  mnss  man  einen  jeden  einzeln  oder  eine  Combination  solcher 
für  h  nehmen,  und  man  erhält  ebenso  viele  verschiedene 
Lösungen,  indem  man  in  einer  jeden  von  ihnen  ,r,  und  y^  als 
relativ  prim  geo:en  einander  betrachtet. 

Angenommen  2.  //  und  Ji  hätten  einen  gemeinsamen 
Theiler  ß\  dann  setze  man  |il/^  und  ^j'/^,  anstatt  //  und  //,  und 
sehe  y^  und  ]l^  als  relativ  prim  an.  Durch  solche  8u))stitu- 
tionen  werden  alle  Glieder  des  ersten  Theiles,  die  y  enthalten, 
mit  einer  Potenz  von  ji  niultiplicirt  erseheinen;  nur  das  letzte, 
das  wir  mit  gx'"'  bezeichnen  wollen,  und  das  kein  y  enthält, 
wird  auch  den  Factor  (j  nicht  haben.  Da  aber  der  zweite 
Theil  //  gleich  |ih^  wird,  wird  auch  //.r'"  durch  /:/  theilbar 
sein;  da  nun  y  und  ./■  relativ  prim  sind,  so  kann  x  nicht 
durch  /:?  theilbar  sein;  mithin  muss  es  der  Coefficient  g  sein. 
Daraus  schliesse  ich,  dass  man  folgweise  für  ß  alle  Theiler 
von  g  nehmen  kann,  und  man  wird,  nach  der  Einsetzung 
von  ßy^  und  ßh^  statt  y  und  h  und  nach  Division  der  ganzen 
Gleichung  durch  ß  Avieder  den  Fall  vor  sich  haben,  wo  die 
Unbestimmte  //,  nothwendig  prim  zu  h^  sein  wird,  welches 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichuus  steht. 


§  V.  Directe  allgemeine  Methode,  die  Werthe  von  .'•  zu  finden, 
die  Ausdrücke  von  der  Form  Va  -f-  bx  -\-  cx^  rational  machen,  und 
die  unbestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbe- 
kannten in  rationalen  Zahlen  zu  lösen,  wenn  sie  solche  Lesungen 

zulassen. 

(Znsatz  zum  IV.  Kapitel.) 

49.  Angenommen  zunächst,  die  bekannten  Zahlen  «,  b,  c 
seien  ganze ;  wären  sie  Brüclie,  so  brauchte  man  sie  bloss  auf 
einen  quadratischen  Nenner  zu  bringen  und  dann  kannte  man 
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offenbar  stets  vom  Nenner  absehen ;  die  Zahl  x  mag  man  ganz 
oder  gebrochen  annehmen,  und  man  wird  in  der  Folge  sehen, 
wie  die  Aufgabe  zu  behandeln  ist,  wenn  man  nur  ganze  Zahlen 
zulässt. 

Es  sei  also 

'\^a  -\-hx  -\-  ex?  =  y, 
und  es  folgt 


somit  besteht  die  Schwierigkeit  darin,  den  Ausdruck 


VAcy^  -\-  b^ —  iac 

rational  zu  machen. 

.")0.  Angenommen  allgemein,  man  habe  die  Grösse  VA/j-  +  B 
rational  d.  h. 

Au'  +  B 

gleich  einem  Quadrat  zu  machen,  wo  ^1  und  B  gegebene  ganze, 

positive   oder   negative   Zahlen   sind   und   y  eine   unbestimmte 

aber  rationale  Zahl.     Wäre  nun  A  oder  B  gleich  1  oder  gleich 

einem   beliebigen    Quadrat,    so   wäre   die   Aufgabe    durch    die 

im  IV.  Kapitel  gegebenen  bekannten  Methoden  des  Diophantus 

lösbar,    deshalb    sehen   Avir   hier    von    diesem  Falle   ab,   oder 

besser:  wir  wollen  alle  anderen  Fälle  auf  diesen  zurückführen. 

Wären   ferner   die    Zahlen  ^4  und  B  durch  irgend  welche 

Quadratzahleu  theilbar,   so  krtnnte  mau  auch  von  diesen  Thei- 

lern  absehen,    d.  h.  man   könnte   sie  fortschafl'en,  indem  man 

statt  A  und  B  nur  die  Quotienten  nimmt  nach  Division  ihrer 

Werthe    durch    die    möglichst  grössten   Quadrate;   sei   in  der 

That  A  =  <■c^A^,  und  B  =  jPB^ ,  so  müsste  man  A^a•lJ•  -+-  J5,  ,^- 

in  ein  Quadrat  verwandeln;  dividirt  man  durch  ß-  und  macht 

Ccy 

—  =  y^ ,  so  erübrigt  die  Unbekannte  y^  so  zu  bestimmen,  dass 

A,y;^B, 

ein  Quadrat  werde.  Hieraus  folgt,  dass,  sobald  ein  Werth 
von  y  gefunden  ist,  der -i/y- + -^>*  i"  ein  Quadrat  verwandelt, 
man  in  A  und  B  nur  die  quadratischen  Factoren,  die  darin 
enthalten  sind,  fortzulassen,  und  danach  den  gefundenen  Werth 

^  on  //    mit  —  zu  multipliciren  braucht,  um  die  dem  vorgelegten 

Ausdruck  genügende  Grösse  zu  finden. 
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51.  Betrachten  wir  also  die  Form  Ay'  -\-  B,  in  welcher  Ä 
und  B  gegebene,  durch  kein  Quadrat  theilbare  Zahlen  seien; 

da  y  ein  Bruch  sein  könnte,    setzen  wir  ?/  =  — ,   wo  p  und  7 

ganze   relativ   prime  Zahlen   sind,  womit  der  Bruch  auf  seine 
kleinsten  Ziflern  gebracht  wäre;  es  muss  also  die  Grösse 

ein  Quadrat  werden;  also  auch  Ajr  +  B<i'  muss  ein  solches 
sein ;   man  liat  also  die  Gleichung 

Ap'  +  B,f  =  z^ 

zu  lösen,  wo  j),  q  und  %  ganze  Zahlen  sein  sollen. 

Zunächst  werde  ich  beweisen,  dass  q  und  A  relativ  prira 
gegen  einander  sein  müssen  und  ebenso  zu  B\  denn  wenn  q 
und  .1  einen  gemeinsamen  Theiler  hätten,  so  wäre  das  Glied  Btf 
durch  das  Quadrat  dieses  Theilers  theilbar,  während  Ap'''  nur 
durch  die  erste  Potenz  dieses  Divisors  theilbar  Aväre,  weil  7?  und  q 
relativ  prim  sind  und  A  kein  Quadrat  als  Factor  enthält; 
folglich  wäre  Ap-  -\-  Bq^  nur  einmal  durch  den  gemeinsamen 
Theiler  von  A  und  q  theilbar;  mithin  kann  diese  Zahl  kein 
Quadrat  sein.  Ebenso  beweist  man,  dass  auch  j^  und  B  keinen 
gemeinsamen  Theiler  haben  können. 


Lösung  der  Gleichung  Ap'^  -\-  Bq'^  =  z"-  in  ganzen  Zahlen. 
52.  Es  sei  A'^  B;  man  schreibe  die  Gleichung 

Al^  =  ^'  —  Bq', 

und  bemerke,  dass,  da  p,   q,  und  z  ganze  Zahlen  sein  sollen, 
z^  —  Bq^  durch  A  theilbar  sein  muss. 

Da    nun  A  und   q  relativ    prim   gegen   einander   sind,    so 
mache  man  nach  der  Methode  des  §  IV,  No.  48, 

z  =  nq  —  Aq^  , 

wo  n  und   q^    zwei  ganze   unbestimmte  Zahlen  sind;    dadurch 
geht  die  Form  z^-  —  Bq-  über  in : 

{n'  —  B)q'-  —  2nAqq,^A'ql 
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wo  11'  —  B  durcli  A  theilbar  sein  miiss,  iudem  mau  für  n  eine 

A 
ganze  Zahl  nimmt,  die  nicht  grösser  als  —  ist. 

.  A 

Man  setze  also  für  n  alle  ganzen  Zahlen  kleiner  als  —  ein, 

und  findet  man  keine,  die  n-  —  B  durch  A  theilbar  erscheinen 
lässt,  so   findet  mau  sofort,   dass  die  Gleichung 

Af  =  %''  —  Bf 

nicht  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sei,  und  dass  mithin  die  Grösse 
A]f  +  B  niemals  ein  Quadrat  werden  könne. 

Findet  man  dagegen  einen  oder  mehrere  Werthe  für  n,  die 
genügen ,  so  setze  man  sie  folgweise  für  ii  ein  und  vollführe 
die  Rechnung  in  folgender  Weise. 

Zuvor    bemerke    ich   nur  noch,    dass   es  überflüssig  wäre, 
j^ 
dem  n  grössere  Werthe  als  —  zu   ertheilen;   denn   wenn   //,, 

n^i  «3,...   diejenigen  sind,  die  kleiner  als  — -  sind    und    die 

n''  —  B  durch  A  theilbar  machen ,  so  werden  alle  anderen 
Werthe  von  n,  die  dasselbe  erreichen  lassen,  in  den  Formen 
der  Xo.  47   des  §  IV  enthalten  sein: 

Wj  ±  u^A^   n.,  ±  u.,A,  «3  ±  UjA,  .  .  .: 

und  setzt  mau  diese  Werthe  anstatt  n  in  die  Form 

[n^.^B)q^-  —  2nA<j.j,-^A'f,  d.h.  {»^q  — Aq,)' —  Bf , 

so  erhillt  man  ofteubar  dieselben  Resultate,  als  wenn  mau  nur 
n^,  n^j  Wg,  .  .  .  anstatt  n  setzte  und  den  q^  die  Grössen  qr  ii^q, 
z^  (.i^q^  zf  lii^q  hinzufügte,  so  dass,  da  q  eine  unbestimmte 
Zahl  ist,  diese  Substitutionen  keine  anderen  als  die  durch 
einfache  Einsetzung  von  n^,  n^_,  n.^,  .  .  .  erhaltenen  Ausdrücke 
ergäben. 

53.  Da  nun  n^  —  B  durch  A  theilbar  sein  muss,  so  sei  -1, 
der  Quotient  dieser  Division,  so  dass  AA^  =  ir  —  B;  und 
die  Gleichung 

Ap'  =  i^-  -  Bf-  =  {>r  -  B'f  -2n  Aqq,  +  -1-/?, 

wird  nach   Division   durcli  .1  übergehen  in: 
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wo  J,  nothweudis;  kloiiicr  als  .1  sein  wird,  weil  .1  = —  und 

'  .  A 

weil   y><C  -I7   iiii^^   "   uielit  ]>      . 

Wenn  mm  l.  .1,  ein  Quadrat  ist,  so  ist  diese  Gleichimg 
oft'enljar  durch  bekauute  IMetluiden  zu  lösen  und  man  wird 
die  einfachste  Lösung  erhalten,  indem  mau  ^y^  =  0,  '7=1  und 

p  =  yA^  setzt. 

"Wenn  2.  ^1,  kein  Quadrat  ist,  so  sehe  man  zu,  ob  es 
kleiner  als  B  ist  oder  wenigstens  ob  es  durch  irgend  ein 
Quadrat  so  theilbar  erscheint,  dass  der  Quotient,  abgesehen 
vom  Zeichen,  kleiner  als  B  wird;  alsdann  multiplicire  man 
die  ganze  Gleichung  mit  .1^,  und  man  erhält,  weil  AA^  — ir  = 

—  B  ist. 

Al^'  =  Ml  9  —  neu)-  —  Bq\  \ 

es  muss  alsdann 

Bq\  +  A,p' 

ein  Quadrat    sein;    dividiit    man    also    durch    jr   und    macht 

—  =  11.   und  Ä.  =  C,  so  muss  man 

By\+G 

in  ein  Quadrat  verwandeln,  und  diese  Form  ist  analog  der 
in  No.  50.  Wenn  nun  G  einen  quadratischen  Factor  y^  ent- 
hält, so  kann  man  denselben  fortlassen,  wenn  man  be- 
achtet, dass  man  später  den  gefundenen  Werth  von  y^  mit  y 
zu  multipliciren  hat,  um  den  Avahreu  Werth  zu  erhalten;  man 
erhält  so  eine  Form,  die  mit  der  in  No.  51  stimmt,  mit  dem 
Unterschiede  bloss,  dass  die  Coefficienten  B  und  G  hier  kleiner 
sein  werden,  als  die  Coeficieuten  A  und  B  dort. 

54.  "\Venn  aber  A^  nicht  kleiner  ist  als  B  und  es  auch 
nicht  werden  kann  durch  Division  durch  den  grössten  in  ihm 
enthaltenen  Quadratfactor ,  so  mache  man  q■=vq^  -\-  qc,\ 
setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  ein,  so  geht  sie 
über  in: 


P"  =  --^i'/l  —  2  M,7,7,  +  .1,7- , 


wo 


^2 ß 

n^  =n  —  vA^ ,   und    A.^  =■  A^  v-  —  2 iip  -\-  A  =  -*— 
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Man  wird  nun,  was  immer  möglich  ist,  die  ganze  Zahl  v 
so  bestimmen,  dass  w, ,  abgesehen  vom  Zeichen,  nicht  grösser 

als  — ^  ist,  und    dann    wird  offenbar  A^  kleiner    als   A^    sein, 

2  ^  ß 

weil  A^  =  — *— und  weil  B  =  oder  <^  A^,  und  n^  =  oder 

A  ^« 

^  2 

Man  wird  also  hier  dieselbe  Ueberlegung  anstellen,  wie 
in  der  vorigen  Nummer,  und  wenn  A,  ein  Quadrat  ist,  wird 
die  Lösung  schon  vorliegen;  ist  A^  kein  Quadrat,  aber  kleiner 
als  B  oder  wird  es  kleiner  als  B  nach  Dinsion  durch  ein 
Quadrat,    so   multiplicire   man   die  Gleichung   mit  A^  und,  in- 

P 
dem  man    -  =  y^   und  A^  =  C  macht,   wird  die  Form 

Bl/l  +  C, 

ein  Quadrat  sein  müssen;  die  Coefficienten  B  und  C  nach 
Entfernung  quadratischer  Divisoren,  falls  solche  vorhanden 
sind)  werden  kleiner  sein  als  die  Coefficienten  der  Form 
Ay^  +  5  in  No.  51. 

Wenn  aber  diese  Fälle  nicht  eintreten,  wird  mau,  wie 
oben,  q^  =  r,  q^  -\-  q.^  machen  und  die  Gleichung  geht  über 
in  folgende: 

P'  =  A  QI  —  2  Hi  Qi  <h  +  -^4  q\ , 

wo 

n\  —  B 
n^  =  )l^ P^  A^_ ,   und  .I3  =  J,  >'-  —  2  »,  r,  -f  .-1,  =  ^— 

Man    wird    also    für     r,     eine     ganze    Zahl    nehmen,     so 

dass  ??j  niclit  grösser  als      '   wird,    abgesehen    vom   Zeichen; 

und  da  B  nicht  grösser  als  A^  (Voraussetzung),  so  folgt  aus 
der  Gleicliung 

nl  —  B 


^'=      A. 


dass  A.^<^A^_  sein  wird;  und  aus  diesem  Grunde  kann  man 
die  Ueberlegungen  von  vorhin  jetzt  wiederholen  und  ähnliche 
Schlüsse  ziehen,  u.  s.  f. 
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I);i  iiuii  die  Zahlen  .1,  -I,,  .1^ ,  Jj ,  .  .  .  eine  ahnehmende 
Reihe  ganzer  Zahh'n  bihlen,  so  ist  es  klar,  duss  man  hei 
Fortsetznns;  dieser  lleihe  nothweudig  anf  einen  Worth  kleiner 
als  B  stossen  mnss;  und  wenn  wir  diesen  mit  G  bezeichnen, 
so  muss,  wie  oben  gezeigt  ist,  die  Form 

Bin  4-  c 

ein  Quadrat  werden;  durch  das  angezeigte  Verfahren  kann 
man  sicher  sein,  die  Form  Aji' -\- B  auf  eine  andere,  ein- 
fachere, wie  7?//J' +  ^  zurückzuführen,  wenigstens  dann,  wenn 
das  Problem  überhaupt  lösbar  ist. 

.").■).  Ebenso  wie  man  die  Form  Ajf'  -\-  />'  auf  Jhj\  -f  C 
zurückgeführt  hat,   kann  diese  letztere  auf 

wo  D  <^C  ist,  gel)racht  werden,  u.  s.  f. ;  du  nun  die  Zalden 
^1,  B,  C,  D,  .  .  .  eine  al)nehmeude  Reihe  ganzer  Zahlen  bildet, 
so  kann  sie  unmöglich  bis  ins  unendliche  fortgehen,  das  Ver- 
fahren findet  vielmehr  ein  Ende.  Lässt  die  Aufgabe  keine 
Ijösung  in  ganzen  Zahlen  zu,  so  gelangt  man  doch  stets  zu 
einer  Gleichung  wie  in  No.  53,  wo  einer  der  Coefficienten, 
wie  A ,  ein  Quadrat  sein  wird,  so  dass  die  bekannten  ^fethoden 
Anwendung  finden;  ist  aber  diese  Gleichung  gelöst,  so  kann 
man  zurückgehend  folgweise  alle  vorhergehenden  Gleichungen 
lösen  bis  zur  ersten 

Aj,^  +  Bq'  =  z\ 

Wir  wollen  nun  ein  Beispiel  zur  Verdeutlichung  der  Me- 
thode geben. 


1.  Beispiel. 

56.  Es  soll  ein  rationaler  Wertk  von  x  gefunden  werden^  so 
dass  der  Atisdruck 

7  H-  15./;  4-  13.7;^ 

ein    Quadrat    irerdc.      (Siehe    Kapitel  IV,   Nr.  40    von    EukrB 
Algebra.) 

Jetzt  ist  a=  1 ,  /j  =  15  ,  r  =  13 ;   mithin 

4c=4.13    und    b-  —  iae  =  — 139, 

Ostwald'8  Klassiker.    103.  7 
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so  daäs  man,  mit  y  die  fragliche  Quadratsmrzel  bezeichnend, 
4.13?/^ —  1 39  zu  einem  Quadrat  machen  muss  ;  es  ist  ^4  =  4 . 1 3 
uudjB  =  —  139,  woraus  ersichtlich,  dass  -1  durch  die  Quadrat- 
zahl 4  theilbar  ist;  man  lässt  die  4  fort  und  nimmt  einfach 
^1  =  13;  aber  später  versäume  man  nicht,  den  gefundeneu 
Werth  von  y  durch  2  zu  dindiren  (No.  50). 

Man  setze  nun  ?/=— .und  erhält 

q 

oder,  weil   139^13,   ?/  =  — ,um 

—  1397?-  -r  13ry-  =  ^- 
zu  erhalten,  welche  Gleichung  wir 

—  1397/-  =  ;^-— I37-. 
schreiben. 

Man    setzt   (No.  52)    ;  =  ;?^ — 1397,,    ^^^^   f"i"   "    nimmt 

139 
man  eine  Zahl,  die  nicht  grösser  ist  als  — ^,  also  <^  70,  so 

dass  n-  —  13  durch  139  theilbar  wird;  ich  finde  »  =  41.  wo- 
raus sich  u- —  13  =  166S=  139.12  ergiebt;  macht  man 
nun  die  Substitution  und  dividirt  alsdann  durch  —  139,  so 
erhält  man  die  Gleichung 

jy-  =  —  12(/-  -h  2  .  4  1  qq^  —  1 39r/- . 

Da  nun  —  12  kein  Quadi-at  ist,  so  erfüllt  diese  Gleichung 
noch  nicht  die  geforderten  Bedingungen:  und  da  12<^  13  ist, 
so  multiplicirt  man  die  ganze  Gleichung  mit  —  12  und  erhält 

—  12ir  =  i—  127-h4l7,-—  13^^ 

und  verlangt  uuu,    dass   idqi — i'ljr   ein   Quadrat   sei,  oder, 

indem  man   —  =  y  setzt,  dass 

Uyi—V2 
auch  eins  sei. 

Man  sieht  also,  dass  man  nur  //,  =  l  zu  macheu  brauchte : 
da  wir  aber  nur  zuftiUig  diesen  Werth  erhalten,  so  verfolgen 
wir  lue  Rechnung  nach  unserer  Methode,  bis  wir  einen  Aus- 
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druck  erhalten,  der  den  gewöhnlichen  Methoden  zugänglich 
ersclieint.  Da  12  durch  4  theilhar  ist,  so  lasse  ich  diesen 
Factor  fort,  eingedenk  dessen,  dass  //,  später  mit  2  zu  mul- 
tiplicircn  ist;  ich  muss  also  13//"^ — 3  in  ein  Quadrat  ver- 
wandeln, oder,  indem  ich  //,  =  —  setze, 

s 

1  3  ;•-  —  3  .«^■- , 

(wobei  noch  /•  und  .s-  relativ    prinie  Zahlen    sind,   so  dass  der 

IWiu'h  —  bereits  auf  seine  kleinsten  Ziffern  s^ebraeht  erscheint, 

ebenso  wie  -  ;  es  sei  die  Wiirzel  =  r, ,   so  kommt: 
q  ' 

i3r^-  =  ^r  +  3..% 

und  wir  setzen  .t,  =iiis — 13s,,  wo  m  eiue  ganze  Zahl  ist, 

13 
nicht  grösser  als  — ,  d.  h.  <C'',  ^^^^  so,  dass  )n-  -f-  3  durch 

13  theilbar  sei;  ich  iinde  7n  =  0  und  deshalb  ;»-  -\-  3 
=  3<>  =  13.3;  substituirt  man  nun  x^  und  dividirt  die  ganze 
Gleichung  durch   1 3 ,  so  kommt : 

r-  =  3s-  —  2  .  6ss,  +  Vis] . 

Da  der  Coefficient  von  .r,  3,  weder  ein  Quadrat  ist  noch 
kleiner  als  der  Coefficient  von  s* ,  so  macht  man  (No.  54) 
s  =  u.s^  +  Sj ,  und  durch  Einsetzung  desselben  wird  die  trans- 
formirte  Gleichung : 

r-  =  -is:  —  2  (6  —  3.«;n,s,  H-  (3u-  —  2  .  iUi  +  13  js'- ; 

nun    bestimmt   mau   a   so,    dass  6  —  3/(  nicht    grösser    als  -j- 

sei;  man  muss  also  offenbar  /<==2  setzen  und  erhält  6 —  3  «  =  0  ; 
und  die  Gleichung  wird  nun 

/-  =  ^  SZ  +  .s-  , 

und  ist,  wie  man  sieht,  in  die  geforderte  Form  gebracht,  da 
der  Coefficient  des  Quadrates  der  einen  der  beiden  unbe- 
stimmten Grössen  auch  ein  Quadrat  ist. 

Um   also    die    einfachste  Lösung    zu  erhalten,    macht  man 
.^.  =  0,   s,  =  1    uud  /•  =  1  ;    also    ist  s  =  n  ^^  2   und  mithin 


100  J-  ^'-  Txigrange. 

r        \ 

?/,  =  —  =  —;    da  aber  y^   mit   2   iniiltiplicirt  wci-dcn  muss,   so 

kommt  2/1  =  1  j  i'ückwärts  weiter  gehend,  wiid  '  =  l ;  also 
q^  =  J)\  also  wird  die  Gleichung 

übergehen  in 

[—nq-^rUpY=f 

und 

—  12(/ -1- 41i>=j>,    d.  li.     127=  lOj;; 
also  ist: 

_  '7_40_  10 

und  Avcil // durch  2  dividirt  Averden  muss ,  //=— ;  dieses  wird 
die  Wurzel  der  vorgelegten  Form  7  +  1")''+  13  a;-  sein; 
setzt  man  letztere   Grösse  =  — ,    so    findet    man  durch  Auf- 


lüsung  der  Gleichung: 

26:/;+  15  =  ±^, 

0 

woraus 

X  = oder     =  — 

39 

2 

"3" 

Man  hätte  auch 

—  \1q-\-  Uii  =  —p 

q         21 
nehmen  können    und   erliielte  q  =  —  =  - —    und  durch  2  divi- 

21  ■        p         (y 

dirt:  y  =  —--^  setzt  man 

7  +  15:r+13.r^  =  ("^j'", 

so  kommt: 

9 


folglich 


26.c+15=       ^ 


__21  _        3 


Unbestimmte  nieiclign.  zweiten  Graden  mit  zwei  Unbekannten.    1  ()| 

Wollte  man  andere  Wertlie  für  ./■  haben,  so  brauchte  man 
nur  andere  Lii.sunjreu  der  Gleiehung 

aufzusuehen,  und  diese  ist  naeh  bel<aunten  ^fethoden  hisl)ar ; 
man  kann  aber  auch,  sobald  man  nur  einen  Werth  von  a: 
kennt,  alle  übrisrcn  <jeuiio:euden  Werthe  von  ./'  erhalten  durch 
Anwendung  der  im  Kapitel  iV  von  Euhrs  Algebra  auseinander- 
gesetzten Methode. 

B  e  m  c  r  k  u  n  g. 

57.  Angenommen,  der  Ausdruck  a  -\-  bx  -\-  cx^  werde  gleich 
einem  Quadrat  g' ,  sobald  x  =  f  ist,  so  dass 

a +  /;/'+  cf-  —  (/, 
folglich 

a  =  if-  —  hf—cr-- 

setzt  man  diesen  Werth  in  den  vorgelegten  Ausdruck,  so 
kommt: 

cfJ^h{x-f)  +  c[x'^—P). 

Nimmt  man  nun  g  +  m  [x  —  f)  als  Wurzel  dieses  Aus- 
druckes, wo  m  eine  unbestimmte  Grösse  ist,  so  hat  man  die 
Gleichung 

/  +  h[x~f)  +  c[x'-—r-)  =  /  +  2  mg[x—f)  +  m\x-ff  , 

d.  h.,  Avenn  man  beiderseits  r/"-  aufhebt  und  dann  diu'ch  x  —  /" 
dividirt : 

h  +  c{x  +  /•)  =  2wg  -I-  ni'ix  —  f), 
w^oraus 

/"»i-  —  2 gm  -^  h  -\-  cf 


Oflenbar  rauss  Avegen  der  Unbestimmtheit  von  ni  dieser  Aus- 
druck alle  Werthe  aou  x  enthalten,  die  den  gegebenen  Aus- 
druck zu  einem  Quadrat  machen;  denn  Avelches  auch  das 
Quadrat  sei,  dem  dieser  Ausdruck  gleich  sein  könnte,  stets 
kann  die  Wurzel  aus  dieser  Zahl  durch  g  -\~  m  [x  —  f)  dar- 
gestellt  werden,    wo    /n  einen    passenden  Werth   erhält.     Hat 
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man  also  nach  der  oben  dargestellten  Methode  einen  genügen- 
den Werth  von  x  gefunden,  so  braucht  man  denselben  nur 
für  f  zu  nehmen  und  für  g  die  "Wurzel  aus  der  sich  daraus 
ergebenden  Quadratzahl;  die  vorstehende  Formel  wird  alle 
die  übrigen  möglichen  Werthe  von  x  ergeben. 

5  2 

Im  vorhergehenden  Beispiel  ist,?/=  —  unda;  =  —  —  gefunden ; 

■T  2 

also  wird   man  9=       und  /  = setzen  und  erhält: 

^3  '  3 

19— lOw  — 2m2 


•     3{m*— 13) 

dieses  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  alle  rationalen  Werthe 
von  .r,  die  den  Ausdruck  7  +  15./:+  13^-  zu  einem  Quadrat 
machen. 

2.   Beispiel. 

58.  Es   sei   ferner   ein  rationnJcr  Werth   von  y  xii   finden, 
der  23?/^  —  5  zu  einem  Quadrat  macJit. 

Da  23   und   5   durch    keine  Quadratzahl   theilbar  sind,    ist 

keine  Reductiou  nöthig.     Daher  setzen   wir    y  =   -   und    ver- 

7 
laugen,    dass    23^;-  —  5 7-    gleich    einem    Quadrat    ;-    werde; 
man  erhält  also  die  Gleichung : 

23;>'-=,--  +  57^ 

Man    setzt    also  -x,  —  n(i  —  237,     und    nimmt    für    u    eine 

23 
ganze  Zahl  nicht  grösser  als     — ,    so    dass   vr  +  5  durch    23 

theilbar  sei.  Ich  finde  m=S,  woraus  »*  +  .")  ^23.3,  und 
dieser  Werth  von  n  ist  der  einzige,  der  die  verlangte  Eigen- 
schaft hat.  Substituirt  man  also  87  —  287,  für  ;  und  divi- 
(lirt  die  ganze  Gleichung  duvcli   23,   so  kommt: 

/  =  3  7-  —  2  .  S77,  +  23  ii\ , 

und  hier  ist  der  Coefiicient  3  bereits  kleiner  als  der  Worth 
von  7?,  welches,  abgesehen  vom  Zeichen,  gleich   ,">  ist. 

^I:ni   luiiltiplicirt  also  die  ganze  Gleichung  mit  3,  und  erhält; 

3/- =  (37  — 87,)-+  07^; 
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so  <lass,   imleni   man     '  =  //  setzt,   der  Ausilinck 
—  5//f  +  3 

ein  Quadrat  werden  soll,   wo  die  Coefficienten  5  und  3  keinerlei 

Iteductiou  zulassen. 

r 
Es  sei  nun  //,  =  -  [r  und  s  sind  relativ  prini,  während  q^ 

und  p  es  nicht  zu  sein  brauchen),  alsdann  niuss  —  5  r-  -|-  '•'>  •''' 
ein  Quadrat   werden;  nennt  man  die  Wurzel  ;i, ,    so  liat  man 

—  5?--  -l-3s-  =  :r,"j, 
und  hieraus 

—  5r-  =  ^'f  —  3.S-. 

.Man  nimmt  also  %^^=  ms  -\~  ii  s^^    und   für  ni   eine   ganze 

5 
Zahl,   nicht  grösser  als—  und  so,   dass  m^  —  3  durcli  5  theil- 

bar  sei;  aber  dieses  ist  unmöglicli,  denn  man  könnte  nur 
III  =  1  oder  m  =  2  setzen,  was  ni^  —  3  =  —  2  oder  =  1 
ergäbe.  Es  ,muss  also  geschlossen  werden,  dass  die  Aufgabe 
unlfisbar  sei,  d.  h.  der  Ausdruck  23?/"  —  5  kann  niemals  ein 
Quadrat  werden,  was  mau  auch  für  y  einsetzte. 


Zusatz. 

59.  Hätte   man   eine   beliebige   Gleichung   zweiten   Grades 
mit  zwei  Unbekannten  wie 

n  -{-  ^•''  -|-  ^'//  +  (f^^  +  C'^'V  +  fli^  =^  0 , 

und  wollte  man  die  rationalen  Werthe  von  x  und  y  finden, 
die  diesem  Ausdruck  genügen,  so  könnte  man  seinen  Zweck, 
wenn  die  Aufgabe  lösbar  ist,  nach  der  vorstehenden  Methode 
erreichen. 

Drückt  man  nämlicji  //  durch  x  aus,  so  hat  man 

2/7/  4-  er  +  c  =  y[c~+~exf  —  4/"(a  +  bx  +  dx''}, 

oder  indem  mau  «=c-  —  inf,  ß  =  2ce — 4/;/',  /=e- — -4r//, 
setzt, 

2  /7/  -\-  ex  -\-  c  =^  Va  -r  ßx  -\~  yx"- ; 
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so  dass  die  Aufgabe  darauf  reducirt  erscheint,  Werthe  von  x 
zu  finden,  die  den  Ausdruck  V^a  -\-  ßx  -j-  ya;*  rational  machen. 

Bemerkung. 

60.  Wir  haben  diese  Aufgabe  in  einer  etwas  anderen 
Art  schon  Jjehaudelt  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Mca- 
demie  vom  Jahre  1767*],  und  wir  glauben  zuerst  eine  directe 
von  allem  Herumtasten  freie  Methode  zur  Lösung  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  zweiten  Grades  gegeben  zu  haben. 
Der  sich  hierfür  interessirende  Leser  wird  jene  Abhandlungen 
zu  Eathe  ziehen  können;  er  Avird  dort  neue  und  Avichtige 
Bemerkungen  finden  zur  Aufsucliung  der  ganzen  Zahlen,  die 
für  n  genommen  den  Ausdruck  )r  —  B  durch  ^I  theilbar 
machen,  wo  A  imd  B  gegebene  Zahlen  sind. 

In  den  Abhandlungen  vom  Jahre  1770  S.  findet  man  auch 
Untersuchungen  ü))er  die  Form  der  Theiler  der  diu'ch  z-  —  Bq- 
dargestellten  Zahlen;  so  dass  man  aus  der  Form  von  A  selbst 
zuAveileu  die  Unmöglichkeit  einer  Lösung  der  Gleichungen 

Aj)^  =  z"-  —  B(f' 

wo  Ay'^-\-B  ein  Quadrat  ist,  erschliessen  kann**)  (No.  52]. 

Legendre  hat  sich  später  in  der  in  No.  47  citirten  Abhand- 
lung mit  den  allgemeinen  Bedingungen  der  Lösbarkeit  oder 
Unlösbarkeit  der  unbestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades 
beschäftigt  und  liat  folgenden  bemerkenswerthen  Lehrsatz  ge- 
funden: 

Die  Gleichung  a  j^- -\- h g"- =^  c '."' ,  in  Avelcher  a,  &,  c  po- 
sitive, relativ  prime  Zahlen  ohne  quadratische  Factoren  sind, 
ist  lösbar,  Aveun  man  drei  ganze  Zahlen  /. ,  ,«,   r  finden  kann, 

a  A"  —  h      c  u-  —  li      <■ )'-  —  '/ 


welche   die    drei    Grössen 
ganzen  Zahlen  machen. 


6-        '  «       '  b 


*)  Oeuvres  de  Lagrange.  t.  II,  p.  377. 
**;  Oi^uvres  de  Lagrauge,  t.  II,  p.  581. 
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i?  VI.    Doppelte  und  dreifaclie  Gleichheiten. 

131.  Wir  wollen  liior  mit  wenig  AVorteu  die  zwei-  und  die 
tlreifachen  Gleichungen  behandeln,  die  sehr  häufig  in  der 
Dlophantisclien  Analyse  angewandt  "werden  und  für  deren 
L(».sung  dieser  grosse  Geonieter  und  seine  Commentatoreu 
besondere   IJegeln  gelten  zu  müssen  glaubten. 

Hat  man  einen  Ausdruck  mit  einer  oder  mehreren  Un- 
bekannten einer  ganzen  Potenz,  einem  Quadrat  oder  Cubus 
etc.  gleich  zu  machen,  so  nennt  man  das  in  der  Analyse  des 
Diophantus  eine  einfjiche  Gleichheit;  und  wenn  man  zwei 
Ausdrücke,  in  denen  dieselbe  oder  dieselben  Unbekannten 
vorkommen,  einer  ganzen  Potenz  gleich  werden  lassen  soll, 
so  spricht  man  von  einer  zweifachen  Gleichheit,  u.  s.  f. 

Pls  jetzt  haben  wir  gesehen,  wie  man  die  einfachen  Gleich- 
heiten lösen  muss,  in  denen  die  Unbekannte  nicht  hfther  als 
im  zweiten  Grade  vorkommt,  man  also  nur  Quadrate  zu 
bilden  hat. 

Wollen  wir  nun  zusehen,  wie  man  die  zweifachen  und 
dreifachen  Gleichheiten  derselben  Art  behandeln  muss. 

ü2.  Es  sei'  zunächst  folgende  zweifache  Gleichheit  vor- 
gelegt 

a -{- h u  =  emem  Quadrat  und  c-\-(Ix=emem.  Quadrat, 

wo  die  Unbekannte  x  nur  im  ersten  Grade  Aorkommt. 
Setzt  man 

(I  -\-  bx  =  t-  j    c  -{-  dx  =  u'^ , 

und  eliminirt  ;/•  aus  beiden  Gleichungen,   so  kommt : 

ad  —  bc=  di^  —  h  it^ ; 
mithin : 

df'  =  hir  4-  ad  —  hr^  und   [dt)^  =  dhu^  +  [ad  —  he]d; 

so    dass    die    Schwierigkeit    darauf   zurückgeführt    ist,    einen 

rationalen  Werth  von  u  zu  finden,  so  dass  dbu'^  -{- ad^  —  bed 

ein  Quadrat  werde.     Diese  einfache  Gleichheit  wird  man  nacli 

der  soeben  beschriebenen  Methode   lösen,    und,  da  alsdann  u 

bekannt  ist,   wird  man 

u^  —  c 
x=  — -^ — 

setzen. 
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"Wenn  die  zweifache  Gleichheit 
ax-  -\-bx  =  einem  Quadrat,  ex}  -{-  dx  =  einem  Quadrat 

gefordert    würde,    so    brauchte    man    nur    x  ^  —  zu  setzen 

X 

und  beide  Gleichungen  mit  x"^  zu  multipliciren  und  erhielte 
folgende  zwei  neue  Gleichheiten: 

a  -\-  bXi  =  einem  Quadrat  und  c  -\-  dx^  =  einem  Quadrat, 

und  diese  sind  den  vorigen  ähnlich. 

Man  kann  also  im  Allgemeinen  alle  zweifachen  Gleich- 
heiten lösen,  in  denen  die  Unbekannte  den  ersten  Grad 
nicht  übersteigt,  sowie  diejenigen,  wo  die  Unbekannte  in  allen 
Gliedern  vorkommt,  doch  nicht  höher  als  in  der  zweiten  Potenz ; 
anders  aber,  wenn  man  Gleichheiten  von  folgender  Form  hat: 

a  +  bx  -j-  ex}  =  einem  Quadrat, 
a  +  ßx  -\-  yx}  =  einem  Quadrat. 

Löst  man  die  erste  dieser  Gleichheiten  nach  unserer  Me- 
thode und  nennt  /  den  Werth  von  a-,  der  a -\-bx -\- ex*  = 
einem  Quadrat  macht,  so  hat  man  allgemein  nach  Xo.  57 

x  =  - ^ — -\ 

nr  —  e 

und  setzt  man  diesen  AVerth  von  r  in  den  anderen  Ausdruck 
a -\- ßx -\- yx'''  ein,  und  multiplicirt  darauf  mit  ^nr  —  fj-,  so 
liat  man   die  Gleichheit 

a(7w-  —  (']-  -f  ß[)ii^  —  c]  {fm^-  —  2g))i  -f  />  +  cf 
-^y{f»>''  —  2gm  +  b-^cfY- 

=  einem  Quadr.it  zu  l("»sen,  wo  die  Unbekannte  )n  in  der 
vierten  Potenz  vorkommt. 

Pis  jetzt  aber  liat  man  koinerloi  allgemeine  Eegcl,  diese 
Art  von  (Ueichheiten  zu  lösen,  und  man  kann  nicht  molir 
tliun,  als  folgweise  verscliiedene  Lösungen  finden,  sobald  mau 
eine  kennt  (s.  Kapitel  IX). 

63.  Wenn  die  dreifache  Gleicliheit  vorliest: 
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rix  -\-  hl/  =  viuem  (^Miadrat,    r. r  -^  tji/  =  c'mam  Quadrat, 
]>x  -\-  kij  =  einem  Quadrat, 
so  setze  man  : 

'/./•  -|-  ////  =  t'- ,   ex  -\-  (lij  =  ir ,   hx  -\-  l,\i/  =^  s- , 

eliniinirt    mau    .'•    niul     //    aus    diesen    drei    (Jleichuugen ,    so 
kommt: 

[ak  —  bh]ir  —  [ck  —  dh)t^  =  {ad  —  eb)s^; 

so  dass,   wenn  mau  —  =  ;;;  setzt,    die  Schwierigkeit  nur  noch 

darin  besteht,  die  einfache  Gleichheit 

ak  —  b]i    .        ck  —  dh         .  ^      ,     , 

— ; X.- , ;-  =  einem  Quadrat 

ad  —  CO  ad — cb 

zu  lösen,  und  dieses  fallt,  wie  man  sieht,  in  unsere  allgemeine 
Methode. 

Hat  man  den  Werth  von  v  gefunden,  so  liat  man  «  =  tz 
und  die  beiden  ersten  Gleichungen  ergeben 

d  —  b-f'  az-  —  c 

ad —  cb  ad —  cb 

Enthielte  aber  die  dreifache  Gleichheit  eine  einzige  Ver- 
änderliche, so  geriethe  man  in  eine  Gleichheit,  in  der  die 
Unbekannte  in  der  vierten  Potenz  vorkommt. 

Oflenbar  kann  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt 
werden,  indem  man  y  =  l   setzt,  so  dass  man 


az'  —  ^  ^2  _  j 
ad  —  cb  ' 


und  folglich 

az'^  —  c 


ad —  cb 


=  einem  Quadrat. 


erhält.     Nennt  man  nun  f  einen  der  Werthe  von  Zj  die  der 

vorstehenden  Gleichheit  genügen,  und  setzt  man  zur  Abkürzung 

ak^bh  ,  .       . ,,  .  ,^^      -„\ 

— ~  =  c,  so  hat  man  im  Allgemeinen    rso.   o7 

ad  —  cb 

fm-  —  2gm  +  ef 
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Substituirt  man  diesen  Werth  von  7^  in  die  letzte  Gleichheit 
und  multiplicirt  dieselbe  durch  das  Quadrat  ??i*  —  e,  so  er- 
hält man 

-^ — '-!- 5^ '-  =  einem  Quadrat, 

ad  —  CO 

wo  die  Unbekannte  m,  wie  ersichtlich,  auf  den  vierten 
Grad  steigt. 


§  VII.  Directe  allgemeine  Methode ,  alle  Wsrthe  von  y  in 
ganzen  Zahlen  zu  finden,  welche  Grössen  von  der  Form  YAij'^-i-B 
rational  machen,  wo  ^1  und  B  gegebene  ganze  Zahlen  sind; 
sowie  alle  möglichen  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichungen 
zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  in  ganzen  Zahlen. 

Zusatz  zum  VI.  Kapitel.) 

64.  Obwohl  die  in  §  V  gegebene  Methode  genügt,  um  die 
allgemeinen  Formeln  aufzustellen,  die  alle  rationalen  Werthe 
von  )/,  die  den  Ausdruck  At/'  -\-  B  gleich  einem  Quadrat 
werden  lassen,  ergeben,  so  versagen  diese  Formeln,  wenn  man 
für  y  ganze  Zahlen  fordert;  deshalb  müssen  wir  hier  eine 
neue  Methode  entwickeln,  um  die  Aufgabe  in  ganzen  Zahlen 
zu  lösen. 

Es  sei  also 

Ay^'^  B  =  x'] 

und,  da  A  und  B  ganze  Zahlen  sein  sollen  und  auch  //  eine 
ganze  Zahl,  so  muss  ofienbar  auch  x  eine  ganze  Zahl  sein ; 
man  hat  also  in  ganzen  Zahlen  die  Gleichung 

a-*_J /-  =  />' 
zu  lösen. 

Ich  beginne  mit  der  liemorkung,  dass,  wenn  7>  durch  keine 
Quadratzahl  tlicilhar  ist,  //  nothwcndig  rt-lativ  priu»  zu  B  sein 
nuiss;  denn  hätten  //  und  B  einen  genieinscli.-iftlichen  Theiler  «, 
so  dass  //  =  a  l|^  ,  und  B=  ti  B^ ,   so  wäre 

a;- =  J«"-//f  +  «^>, , 

woraus  folgt,  dass  x  durch  «  theilbar  sein  müsste;  da  aber  « 
weder  ein   Quadrat  noch  durch    ein    solches   thoilbar  ist  ^Vor- 
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:mssetzunor\  weil  «  Factor  von  />'  ist,  so  niuss  r  diireli  «  tlieil- 
liar  sein;   setzt  man   ./•  =  (r.r, ,   so  kommt 

crxl  =  ((■  Ai/1  -\-  i(T\  , 

oder,   indem   man   dureli   cc  dividiit: 

ax\  =  c(Aif\  +  /?, ; 

woraus  folg:t,  dass  aneli  B^  dureli  a  tlieilhar  sein  n)üsste,  was 
frejren  die  Voraussetzung  verstösst. 

,Vlso  nur  wenn  B  quadratische  Factoren  enthält,  kann  // 
mit  B  einen  gemeinsamen  Theiler  haben;  es  ist  aber  aus  der 
vorstehenden  Beweisführung  leicht  ersichtlich,  dass  dieser  ge- 
meinsame Theiler  von  y  und  B  nur  die  Wurzel  eines  der 
([uadratiseheu  Factoren  von  B  sein  könnte,  und  dass  x  den- 
selben gemeinschaftlichen  Factor  wird  haben  müssen ;  alsdann 
wäre  die  ganze  (ileichung  durch  das  Quadrat  dieses  gemein- 
schaftlichen Theilers  von  x,  j/  und  B  theilbar. 

Hieraus  schliesse  ich: 

1.  dass,  wenn  B  durch  kein  (^hiadiat  theilbar  ist,  y  und  B 
relativ  prim  sind; 

2.  dass,  w'enn  B  durch  ein  einziges  Quadrat  er  theillcir 
ist,  //  relativ  zu  B  oder  durch  u  theilbar  sein  könne,  woraus 
sich  zwei  gesondert  zu  untersuchende  Fälle  ergeben;  im  ersten 
Falle  wird  man  die  Gleichung 

.«*  —  .!/  =  /? 

lösen,  indem  man  y  und  B  relativ  prim  voraussetzt;  im  ZAveiten 
wird  man 

x^  —  ,bf  =  B, 

bisen,  wo  7?,  =—5,  während   ;uicli  //  und  /?,  relativ  prim  sind; 

dann  aber  müssen  später  die  für  y  und  x  gefundenen  Werthe 
mit  a  multiplicirt  werden,  Avenn  man  die  der  vorgelegten 
(Ileichung  genügenden  Werthe  erhalten  will. 

3.  dass,  Avenn  B  durch  zwei  verschiedene  Quadrate  a} 
und  ß^  theilbar  ist,  man  drei  Fälle  zu  betrachten  haben  Avird: 
im  ersten  Avird  man  die  (ileichung  lösen,  indem  man  y  und 
B  als  relativ  prim  ansieht;  im  zAveiten  Avird  man  gleich- 
falls die  Gleichung 
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in    der  J5^  =  ^ ,  lösen ,  wenn  man  y  und  B^  als  relativ  prim 

voraussetzt,  imd  man  wird  später  die  Werthe  von  x  und  // 
mit  «  multipliciren;  im  dritten  Falle  wird  mau  die  Gleichung 

x'  —  Ay'-  =  B,, 
lösen,  Avo  B.,  =  -, ,  falls  y  und  B^  relativ  prim  sind,  und  man 

wird  später  die  Werthe  von  x  und  y  mit  ß  multipliciren. 

4.   U.  s.  w. 

Mau  wird  also  immer  soviel  verschiedene  Gleichungen  zu 
lösen  haben,  als  B  quadratische  Factoren  enthält;  aber  diese 
Gleichungen  werden  alle  dieselbe  Form  haben 

^'  —  .Uf  =  B, 

und  y  wird  auch  stets  relativ  prim  zu  B  sein. 

65.  Betrachten  wir  also  allgemein  die  Gleichung 

x-  —  Ay-  =  B, 

wo  y  uud  B  relativ  prim  sind;  da  o-  und  y  ganze  Zahlen  sein 
sollen,  so  muss  x-  —  Ay-  durch  B  theilbar  sein. 

Nach  der  Methode  des  §  IV  (No.  48]  setze  man  r=^ny — B\ 
und  man  erhält  die  Gleichung 

In"-  —  A]y-  —  InByx^  +  B- x"  =  B, 

aus  der  ersichtlich,  dass  das  Glied  (;r  —  A)y-  durch  i?  theil- 
bar sein  muss,  da  alle  anderen  Glieder  es  ohnehin  sind;  da 
nun    ?/   und   B  relativ   prim    sind,    so    muss    n-  —  A  durch  B 

n- A 

theilbar  seiu;   macht  man  nun  ~— =  C,    so  kommt  nach 

B 

Division  durch  B: 

Cr  —  2uyx-hBx'-=l- 

diese  Gleichung  ist  aber  einfacher  als  die  vorgelegte ,  da 
das  zweite  Glied  gleich  der  Einheit  ist. 

Man  wird  also  die  Werthe  von  n  suchen ,  die  ;r  —  .1 
durch  B  theilbar  werden  lassen;  nach  No.  47  genügt  es  für  n 
alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zalilen  zu  versuchen,   die 

nicht  grösser    sind  als       ,  und  weuu  mau  unter  diesen  keine 
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lindet,  die  g:enügt,  so  schliesst  man  zunächst,  dass  n'  —  A 
niclit  durch  B  tlieilliar  seiu  küuue  und  dass  die  vorgelegte 
GkMchuug  niclit  in  ganzen  Zahlen  läsbar  sei. 

Findet  man  dagegen  auf  diesem  Wege  einen  oder  mehrere 
Werthe,  die  genügen,  so  nimmt  mau  sie  folgweise  für  u  und 
erhält  dadurch  eben  soviel  verschiedene  Gleichungen,  die  man 
gesondert  zu  behandeln  hat  und  deren  eine  jede  eine  oder 
mehrere  Lösungen  der  vorliegenden  Aufgabe  wird  geben 
können. 

Von  den  Wertlien ,  die  grösser  als  .^/i  sind,  kann  man 
aV)seheu,  weil  sie  keine  neuen  Gleichuugeu  ergähen,  die  von 
denen  mit  einem  «  kleiner  als  ?,J5  abwichen,  wie  solches  schon 
in  No.  52  erörtert  wurde. 

Da  übrigens  die  Bedingung,  durch  welche  man  n  be- 
stimmen muss,  darin  besteht ,  dass  ir  —  A  durch  B  theilbar 
sei,  so  kann  offenbar  ein  jeder  Werth  von  ii  sowohl  positiv 
als  negativ   seiu ;    es   wird  also  hinreichen,  für  n.  alle  gauzeu 

Zahlen,  die  nicht  grösser  als  —  sind,  anzusetzen  und   alsdann 

die  genügenden  Werthe  von  n  zu  uelinu'u ,  sowohl  mit  dem 
Plus-  als  mit  dem  Miuus-Zeicheu. 

Wir  haben  auderswo  Kegeln  gegeben,  um  die  Aufsuchung 
der  Werthe  von  n,  die  der  Aufgabe  genügen,  zu  erleichtern, 
Kegeln,  welche  diese  Werthe  in  einer  grossen  Zahl  von  Fällen 
a  priori  zu  finden  gestatten.  (Siehe  Berlitier  Ahliandlungen 
von    176S,  Seite  194  und  274*). 


Auflüsmifj  der  Gleichung  Cy-  —  2«?/.^ -|- J?/^- =  1    in  ganzen 

Zahlen. 

Man    kann    diese  Gleichung  nach  zwei  verschiedenen  Me- 
thoden, die  Avir  entwickeln  wollen,   auflösen. 

Erste  Methode, 

()6.  Da  die  Grössen   C,  w,  i?,  sowie   die   Unbestimmten  g 
und  V  ganze  Zahlen  sein  sollen,  so  wird  der  Ausdruck 


Cy^  —  2ngx-\-Bx'- 


*]  (Euvres  de  Lagrange,  t.  IL  p.  377  und  655. 
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stets  gleich  einer  ganzen  Zalil  sein ;  also  wird  der  kleinste 
Werth  gleich  1  sein,  wenn  nicht  gleich  Null,  was  nur  ge- 
schehen kann,  Avenn  der  vorstehende  Ausdruck  sich  in  zwei 
rationale  Factoren  zertheilen  lässt. 

Da  aber  dieser  letzte  Fall  gar  keine  Schwierigkeit  dar- 
bietet, so  wollen  wir  von  ihm  absehen  nnd  es  erübrigt  nur 
zu  untersuchen,  welche  Werthe  von  y  und  %  die  fragliche 
Grösse  so  klein  als  möglich  ausfüllen  lassen;  ist  das  Minimum 
gleich  eins,  so  hat  man  die  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung; 
wenn  nicht,  so  existirt  keine  Lösung  in  ganzen  Zahlen.  Also 
rückt  unsere  Aufgabe  in  die  IIL  Aufgabe  des  §  II  und  Avird 
ähnlich  gelöst.     Da  nun  jetzt  (No.  65) 

(2w)2_45C=4J, 

so  müssen  zwei  Fälle  unterschieden  werden,  je  nachdem  .1 
positiv  oder  negativ  ist. 


Erster  Fall,  wom  vr  —  BC=  Ä  <  0. 
67.    Nach   der   Methode    in    No.  32    muss    der   Bruch   -, 

positiv  genommen,  in  einen  Kettenbruch  entwickelt  werden:  das 
geschieht  nach  den  Kegeln  in  No.  4 ;  alsdann  bilde  man  mittelst 

der  Formeln  in  No.  1 0  die  Reihe  der  gegen  —  convergii'enden 

G 

Brüche  und  dann  enil)rigt  nur  noch,    versuchsweise   die  Zähler 

dieser  Brüche  für  y  zu  setzen  und  die  entsprechenden  Nenner 

für  X,.    Ist  die  vorgelegte  Gleichung  lösbar  in  ganzen  Zahlen,  so 

findet  man  auf  die  angegebene  Weise  die  genügenden  Werthe 

von   y   und    v;   und    umgekehrt   überzeugt  man  sich,  dass  die 

Aufgabe  keine  Lösung  in  ganzen  Zahlen  zulässt,    wenn  unter 

den  untersuchten  Zahlen   sich  keine,   die  da  genügt,  findet. 


Ziccitcr  Fall,   ircini   ;/«  —  /?C=  J  >  0. 

6S.   Man    wird    hier  die   Methode   in  No.  33  tl".   anwenden; 
weil   E  =  iA,   so  betrachtet  man  zunächst  die  Grösse  (No.  39) 

n  ±  y2 

a=  — ~ — , 
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wo  man  sowohl  ilie  Zeichen  von  n,  von  welchem  wir  er- 
kannten, ilass  CS  ebensowohl  positiv  als  negativ  sein  könne, 
als  von  V-l  bestimmen  muss,  so  zwar  class  dieser  Wertli 
positiv  wird;  alsdann  wird  man  folgende  Rechnung  ausführen: 


0,  =  -,,,         n  =  c,         u<:-9i^IA 


0 


3 

und  man  wird  diese  Reihe  nur  solange  fortsetzen,  bis  die 
zwei  entsprechenden  Glieder  der  ersten  und  der  zweiten  Reihe 
zusammen  wiederkehren.  Wenn  alsdann  unter  den  Gliedern 
der  zweiten  Jleihe  1\^  P, ,  P,,  .  .  •  eines  gleich  +1  vor- 
kommt, so  giebt  dieses  Glied  eine  Lösung  der  vorgelegten 
Gleichung  und  die  Werthe  von  y  und  z  werden  die  ent- 
sprechenden Werthe  der  beiden  Reihen  p^^,  2\,  P<i,  •  ■  •  ^"itl 
9o )  Q\j  'li>---  sßin,  wie  solche  nach  den  Formeln  in  No.  25 
berechnet  werden;  andernfalls  schliesst  man  sofort,  dass  die 
vorgelegte  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  nicht  lösbar  sei  (siehe 
Beispiel  in  No.  40j. 

Dritter  Fall,  wenn  Ä  =  einem  Quadrat, 

G9.  In   diesem  Falle  wird  \A  rational,  und  die  Grösse 

Cif  —  2ny%  +  Bx,'^ 

kann  in  zwei  rationale  Factoren  zertheilt  werden.  In  der 
That  ist  diese  Grösse  dasselbe  wie 

[Gy  —  nzf  —  Az^ 
^G  ' 

und  dieses  kann,  wenn  A  =  a^  gesetzt  wird,  unter  die  Form 

O&twald's  Klassiker.     lo3.  S 
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[Gy  —  {n-\-  a)z]  [{Cy  —  {n  —  a)%] 

G 
gebracht  werden. 

Da  nun  aber  n^  —  a^  =  BG  =  [n  -\-  a)[n  —  a] ,  so  muss  das 
Product  [n  +  a)  [n  —  a]  durch  C  theilbar  sein,  mithin  muss  die 
eine  der  beiden  Zahlen  n-\-  a  und  n  —  a  durch  einen  der 
Factoren  von  G  theilbar  sein  und  der  andere  durch  den  re- 
ciproken  Factor.  Es  sei  also  G  =bc,  ferner  n  -{-  a  =  fh  und 
n  —  a=gCj  wo  f  und  g  ganze  Zahlen  sind;  jetzt  wird  der 
fragliche  Ausdruck  das  Product  der  beiden  linearen  Factoren 
cy  —  fz  und  hy- — gz  sein;  da  aber  diese  beiden  Factoren 
ganze  Zahlen  sind,  so  kann  ihr  Product  nicht  gleich  1  sein, 
wie  die  vorgelegte  Gleichung  verlangt,  es  sei  denn,  dass 
ein  jeder  von  ihnen  besonders  =  ih  1  sei.  Man  setze  also 
cy  —  /;?;  =  dr  1 ,  hy  —  g%=  ±  \  ^  und  bestimme  hieraus  // 
und  z]  sobald  die  gefundenen  Werthe  ganze  Zahlen  sind,  jiat 
man  die  Lösung,  anderenfalls  ist  die  Aufgabe  in  ganzen  Zahlen 
nicht  lösbar. 

Zweite  Methode. 
70.  Man  nehme  mit  dem  Ausdruck 

Cy^  —  2nyz  +  Bz^ 

Transformationen  vor,  wie  wir  sie  oben  (No.  54)  angewandt 
haben,  so  kann  man,  wie  ich  behaupte,  stets  zu  einem  trans- 
formirten  Ausdruck  von  der  Form 

gelangen,  wo  L,  J/,  N  ganze  Zahlen  sind,  die  von  den  ge- 
gebenen  C,  B,  n  so  abhängen,  dass 

AT*  —  LM  =  M*  —GB  =  A, 

und  so,  dass  abgesehen  vom  Zeichen,  2A'  nicht  grösser  sei 
als  Ij  und  aucli  nicht  grösser  als  J/;  die  Zahlen  i  und  i'' 
werden  auch  ganze  Zahlen  sein,  die  aber  von  den  unbe- 
stimmten Zahlen  y  und  z  abhängen. 

Es  sei  z.  B.  G<IB  und  man  bringe  die  fragliche  Form  auf 

B^y^'  —  ^lngy^-^-By], 
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indem  mau  C  =^  Bi  und  ^=^2/,  setzt;  wenn  2  >/,  nicht  grösser 
als  B^  ist,  so  hat  der  vorliegende  Ausdruck  bereits  die  ge- 
forderten Eigenschaften;  wenn  aber  2n^B^  ist,  so  setze 
man  //  =  >/ll/^  +  //^  und  uach  Einsetzung  dieses  Werthes  er- 
hält mau  die  transformirte  Form 


wo 


n^  =  n  —  m  B^ , 

R  =  m^-B,  —  2  m  n  +  B  =  ^*^- . 
*  *  B^ 

Da    m   unbestimmt   ist,    so   kann    man    dafür    eiue    solche 
ganze    Zahl    setzen,    dass   n — mB^    nicht   grösser   wird    als 

—  5^;    alsdanu  wird   2//,    nicht   grösser    als    B^   sein.     Wenn 

also  2  n^  nicht  grösser  als  i?^  ist,  so  wird  die  vorstehende 
transformirte  Form  schon  den  verlangten  Fall  darstellen; 
wenn  aber  2n^  grösser  als  B^  ist,  so  setze  mau  wiederum 
y^  =  m^  y^  -\-  »/j,  und  dieses  ergiebt  den  neuen  transformirten 
Ausdruck 


^sUl  —  -  'hy-ilh  +  ^i'Uh 


wo 


n^  —m^B^, 


B^  =  m\B^  —  2;«,  «,  +  -ß,  =  —^—' 

Man   wird    die   unbestimmte   Zahl   '^n^   so  bestimmen,  dass 

7l^ — m^B^   nicht  grösser   sei   als   — ^,  und  folglich  2 w.^  nicht 

5^  übertrifft;  so  dass  man  die  transformirte  Form  haben  wird, 
wenn  auch  2n^  nicht  mehr  grösser  ist  als  B^\  wenn  aber  2^^ 
grösser  ist  als  £3,  so  wird  man  wieder  ^/^  =  m^y^  -\-  2/4  setzen 
u.  s.  w.  — 

Offenbar  können  diese  Operationen  sich  nicht  bis  ins 
Un'eudliche  fortsetzen;  denn  weil  2n  grösser  ist  als  B^^  2n^ 
aber  nicht,  so  ist  n^  kleiner  als  n\  ebenso  ist  2nj^i?2, 
aber  2n^  ist  es  nicht;  also  ist  n^<^n^  und  ebenso  weiter, 
so   dass   die   Zahlen   «,    «^ ,    «.,,...  eine    abnehmende  Reihe 

8* 
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ganzer  Zahlen  bilden  werden,  die  ebendeshalb  nicht  bis  ins 
Unendliche  reichen  kann.  Man  kommt  also  nothwendig  auf 
einen  Ausdruck,  in  dem  der  Coefficient  des  mittleren  Gliedes 
nicht  grösser  als  die  Coefficieuten  der  beiden  äusseren  Glieder 
ist,  und  der  überdies  die  anderen  oben  bezeichneten  Eigen- 
schaften haben  wird,  was  aus  der  Beschafl'enheit  der  Trans- 
formationen deutlich  hervorgeht. 

Um  die  Transformation  des  Ausdrucks 

Cy''  —  1nyz  +  Bz^ 
in  diesen 

L^^'  —  IN^ip  +  Mip^ 

zu  erleichtern,  bezeichne  icli  mit  D  den  grösseren  der  beiden 
äusseren  Coefficieuten  G  und  5,  und  mit  D,  den  ande- 
ren Coefficieuten;  und,  vice  versa,  bezeichne  ich  mit  6/  die 
Variable,  deren  Quadrat  mit  D,  multiplicirt  sein  wird,  und 
mit  Q^  die  andere  Varial)le;  alsdann  nimmt  der  vorgelegte 
Ausdruck  die  Form 

an,  wo  Z*,  kleiner  als  D]  ferner  habe  ich  nur  noch  folgende 
Kechnung:  auszuführen : 


n^  =  n^  —m^  I\ ,    J\=    ^^      ,     6»,  =  7« ,  Ö,  +  ö, , 


m 

n 

m^ 

~A' 

m^ 

Vk'O  wohl  zu  beachten  ist,  dass  das  Zeichen  =  nach  den 
9)1,  w/, ,  7;?2?  •  •  •  nicht  eine  völlige  Gleichheit  anzeigt,  sondern 
nur  eine  möglichst  weit  getriebene,  sofern  w,  n^^,  w^,  .  .  . 
nur  ganze  Zahlen  bedeuten.  Ich  gebrauche  nur  das  Zeichen  = 
in  Ermangelung  eines  anderen  dafür  passenden: 

Diese  Operationen  müssen  fortgesetzt  werden,  l)is  mau  in 
der  Reihe  n,  n, ,  n^,  .  .  .  ein  Glied  wie  Hq  findet,  welches 
(abgesehen  vom  Zeichen)  nicht  grösser  ist   als   die  Hälfte  des 
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entspieelu'udeu  CJliedes  1)^  der  licihe  7^,,  7), ,  D^,  .  .  .  und 
auch  nicht  grösser  als  die  Hälfte  des  folgenden  Gliedes  Dn+i- 
Alsdann  kann  man 

D,j  =  L,    11^  =  N,   7J^^,  =  31,    uiul    0^,  =  0,   6/^^,  =  $ 

machoii,   oder 

^(i  =  ^^  ^V'  ^  ^-''  ""^^  ^^(^  "^  ^'  ^iJ+>  ^  ^• 

Wir  werden  in  der  Folge  stets  voraussetzen,  dass  mau 
für  M  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  7)^,  ^o+i  genommen 
habe. 

7 1 .  Die  Gleichung 

Cy^  —  2  nyz  +  Dz""  =  1 
wird  also  auf  folgende  reducirt  sein: 

L^  —  2N^ip-\-Mip^-=  1, 

wo   iV-  —  L3[=  Ä  und  wo  2i\^  weder  >  1/  nocli  >  M  {nh- 

gesehen    von    den    Zeichen).      Da    nun    31   der    kleinere  der 

beiden  Coeflicienteu  L  und  31  ist,  so  multiplicire  man  die 
ganze  Gleichung  mit  diesem  Coefficienten  31,  und  setze 

V  =  3Iip  —  N^, 

oflfenbar  geht  sie  dann  über  in : 

v''  —  Ä^^  =  3I, 

und  hier  müssen  die  beiden  Fälle:  A  positiv  und  Ä  negativ 
unterschieden  werden. 

1.  Es  sei  Ä  negativ  =  —  a,  wo  a  eine  positive  Zahl  be- 
deutet; so  haben  wir  die  Gleichung 

u^  +  fl^^  =  31. 

Da  nun  N-  —  L3I=Ä,  so  hat  man  a  =  L3I — N'^; 
hieraus  ersieht  man  zunächst,  dass  L  uud  31  gleiche  Zeichen 
haben  müssen,  im  Uebrigen  soll  2  iV  weder  >  L ,  noch  ]>  il7 

sein ;    mithin    wird  N'-  nicht  >  —^   sein ;  also  ist  a  =  oder 
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'^  —  LM\  und  (l:i  3I<^L  vorausgesetzt  ist,    oder  wenigstens 
nicht   ^L,    so   liat   man    um    so   mehr   a=    oder  ^  —  3/*; 
also   ist   3/=   oder    <C  ^  „   ;    folglich  ÜK^-Va  . 
Man  ersieht  also,   dass  die  Gleichung 

?/-  -i-  a^"^  =-M 

nicht  bestehen  kann  in  der  Voraussetzung,  dass  v  und  ^  ganze 
Zahlen  seien,  ausser  man  mache  |  =  0  und  r-  =  J/^  was  er- 
fordert,  dass  31  eine  Quadratzahl  sei. 

Angenommen  also,  es  sei  M  =^  ir ,  so  erhält  man  i"  =  0, 
-y  =  =b  j« ;  also  weil 

c  --=  Mip  —  N^, 
so  kommt 

f-i'^ij.!  =  ±  fi,  und  folglich   0  =  dr  — ; 

so  dass  ip  keine  ganze  Zahl  sein  kann,  wie  doch  solches 
nach  der  Voraussetzung  verlangt  wird,  es  sei  denn,  dass 
/7  =  zh  1   sei  und  mithin  31  =  1 . 

Hieraus  ziehe  ich  den  Schluss,  dass  die  vorgelegte  Gleichung 
in  ganzen  Zahlen  nur  dann  lösbar  sein  wird,  wenn  31  gleich 
der  positiven  Einheit  ist.  Findet  solches  statt,  so  mache  man 
^  =  0 ,  (//  =^  d=  1 ,  und  man  wird  von  diesen  Werthen  zu 
denen  von  ?/  und    ;   zurückkehren. 

Diese  Methode  kommt  im  Grunde  auf  die  der  No.  67  her- 
aus, aber  sie  bietet  den  Vortheil  dar,  dass  alles  llerumtasten 
vermieden  ist. 

2.     Es     sei    nun    A     eine    positive    Zahl;      so    hat    mau 

A  =^  N^  ■ —  L3I;  da  nun  V-  nicht  grösser  sein  kann  als  — —  , 

4 

so  kann  die  Gleichung  oft'enbar  nur  dann  bestehen,  wenn 
—  LJ/ positiv  ist,  d.h.  wenn  L  und  Jl/ verschiedene  Zeichen 
haben.  Also  wird  nothwendig  A  ^  —  L3[  oder  höchstens 
=  —  L3I  sein,  wenn  A^=  0  ist,  so  dass  man  — L3I  = 
oder  <C -4  hat  und  mithin  il/*  =  oder  <^A  oder  31=  oder 

Der  Fall  3I=^VA  kann    uui'    dauu    statt]ial)cu .    wenn  -1 
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ein  Quadrat  ist;    also   ist    dieser  Fall    .sehr  leicht  mittelst  der 
oben  in  No.  (>!»  «gegebenen  Metliode  zu  lösen. 

Es  erübrigt  noch  der  Fall,  in  dem  A  kein  Quadrat  und 
in  dem  man  nothwendigerweise  M <i  1-1  hat  (abgesehen  vom 
Zeichen);  alsdann  wird  die  Gleichung 

den  Fall  des  in  No.  3S  behandelten  Theorems  darstellen  und 

sie  wird  nach  den  dort  entwickelten  Methoden  aufzulösen  sein. 

Man  braucht  also  nur  die  folgende  Rechnung  auszuführen: 

o,  =  o,  n  =  ^       f'  <y^, 

—  Q—Vä 


0,  =  u,  J'^=Ol-A,    /<,  < 


^^* 


die  man  solange  fortsetzen  wird,  bis  zwei  entsprechende 
Glieder  der  ersten  und  der  zweiten  Reihe  wieder  zusammen 
erscheinen,  oder  bis  in  der  Reihe  P^,  P, ,  T\^  .  .  .  ein  Glied 
gleich  +  1  wird,  d.  li.  gleich  I\\  denn  alsdann  werden  alle 
folgenden  Glieder  in  einer  jeden  der  drei  Reihen  (No.  37) 
wieder  auftreten.  Wenn  in  der  Reihe  P^ ,  P, ,  P3 ,  .  .  .  ein 
Glied  gleich  M  sich  findet,  so  hat  man  die  Lösung  der  vor- 
gelegten Gleichung;  denn  man  braucht  nur  für  v  und  ^  die 
entsprechenden  Glieder  der  Reihen  ^>,,  p^_.  2^3,  ■  •  •,  'Ji,  '/j,  l^-,  ■  •  • 
zu  nehmen,  die  nach  den  Formeln  in  No.  25  berechnet  sind; 
man  wird  selbst  unendlich  viele  genügende  Werthe  für  r  und  ^ 
finden,  wenn  man  dieselben  Reihen  bis  ins  Unendliche  fortsetzt. 
Sobald  man  zwei  Werthe  von  v  nnd  ^  hat,  so  erhält  man 
durch  die  Gleichung 

v  —  Mip  —  N^, 

den  Werth  von  if.),  der  auch  stets  eine  ganze  Zahl  sein  wird; 
alsdann  wii'd  man  von  diesen  AVerthen  von  ^  und  ip  aufsteigen 
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können,  d.  h.  von  ©o+i  ^^^  ^o  ^-'^  denen  von  (■)  nnd  0,  oder 
zu  denen  von  ;?/  und'':^  (No.  70).' 

Wenn  aber  in  der  Keihe  JP, ,  P, ,  -P3 ,  .  .  .  sich  kein  Glied 
gleich  M  findet,  so  kann  man  dreist  schliessen,  dass  die  vor- 
gelegte Gleicliung  keine  Lösung  in  ganzen  Zahlen  zulässt. 

Man  bemerke  wohl,  dass,  da  die  Reihe  Pq,  P, ,  i-'j,  .  .  . 
und  ebenso  die  beiden  anderen  Q^ ,  Q, ,  (),,...  u.  u^ ,  u, ,  .  .  . 
nur  von  der  Zahl  A  abhängen,  die  lleclinung  für  einen  gege- 
benen Werth  von  A,  für  alle  Gleichungen  dienlich  sein  wird, 
für  die  A,  d.  h.  n^  —  OB  denselben  "Werth  hat ;  und  in  dieser 
Hinsicht  übertrifft  die  vorstehende  Methode  die  der  No.  6S, 
da  letztere  eine  neue  Rechnung  für  jede  neue  Gleichung  er- 
fordert. 

Solange  übrigens  A  nicht  grösser  ist  als  100,  kann  man 
von  der  in  No.  41  gegebenen  Tabelle  Gebrauch  machen;  die- 
selbe enthält  für  jede  VA  die  Werthe  der  beiden  Reihen 
Po,  —Pi,  ^2j  —  P3,  .  .  .  und  ^f,  |il^,  fi^,  .«3,  .  .  .  fortgesetzt, 
bis  eines  der  Glieder  P, ,  P.^,  Pj,...=  l  wird,  wonach 
alle  folgenden  Glieder  beider  Reihen  in  derselben  Ordnung 
wiederkehren;  so  dass  man  mit  Hülfe  dieser  Tabelle  sofort 
die  Lösbarkeit  der  Gleichung 

v^  —  A^^  =  M 
beurtheilen  kann. 


Ueber  die  Art,  alle  viögliclmi  Lösungen  der  Gleichung 

Ctf  —  2  mjx  +  Bz'-  =  1 

zu  finden,  ivenn  man  nur  eine  einzige  kennt. 

72.  Obwohl  mau  mit  Hülfe  der  mitgetheilten  Methoden 
folgweise  alle  Lösungen  dieser  Gleichung  finden  kann,  wenn 
sie  in  ganzen  Zahlen  lösbar  ist,  so  kann  man  doch  noch  auf 
einfachere   Weise   in   folgender  Art  zum    Ziel    gelangen. 

Es  seien  })  und  q  die  bereits  gefundenen  Werthe  von  g 
und  z,  so  dass 

Cp^  —  2n2)q-\-Bq'  =  1, 

ferner  seien  r  imd  s  zwei  andere  ganze  Zahlen,  jedoch  so. 
dass  ps  —  qr  =  1  (was  immer  möglich  ist,  weil  j»  und  q  zu 
einander  relativ  prim  sind);  es  sei  ferner 

y=j)t-\-ru,    z  =  qt-{-su, 
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wo  /  \intl    u    zwei    neue    rnl)eMtiniinte    sind;    setzt    man  diese 
Ausdrücke  in 

ein,   und  niaelit  zur  Abkürzung 

Q  =  Cpr  —  7l[ps  +  qr)  +  Bqs, 
R=  Cr^  —2nrs  +i?s'", 

so  erhält  man  die  transformirte  Gleichung 

Pt^  -\-  iQtu  -^Ilu-  =  1. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  7^=  1;  ferner,  wenn  q  und  a 
zwei  Werthe  von  r  und  s  sind,  die  der  Gleichung  ^j*-  —  ^r  =  1 
genügen,  so  hat  man  im  Allgemeinen  nach  No.  42: 

r  =  Q  -\-  mp ,    s  =  G  -\-  mq , 

wo   m  irgend-  eine   ganze   Zahl    bedeutet;     setzt    man    diese 
Werthe  in  den  Ausdruck  für  0,   so  kommt : 


Q=  CpQ  —  n[po-{-  qQ)  +  Bqö  +  mP\ 
da   P=  1    ist,    Q=0    werden    la 

=  —  CpQ  -^  n[pö  -\-  qq)  —  BqG 


so    dass    man,    da   -P=  1    ist,    Q=0    werden    lassen    kann, 
indem  mau 


nimmt. 

Jetzt  bemerke   ich,    dass    der   Werth   von    Q^  —  BR  sich 
nach  allen  Reductionen  und  Substitutionen  auf 

[n^—  CB]{ps  —  qrf 

reducirt;  also  erhält  man,  da  jjs  —  qr  =  1, 

Q^-  —  PB  =  n^  ~-GB  =  A\ 

mithin,    indem  man   P=l,   Q  =  0  macht,    — R=Ä,    also 
B  =  —  A]  die  transformirte  Gleichung  geht  also  über  in : 

e-  —  Au''  =  1 ; 
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da  aber  y,  x,,  p.  q.  r  und  .s-  nach  der  Voraussetzung  ganze 
Zahlen  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  auch  t  und  u  ganze  Zahlen 
sein  werden;  denn  nimmt  man  ihre  Werthe  aus  den  Glei- 
chungen 

y=pt-\-rU,     Z  =  qt-\-SU, 


so  erhält  mau 


^  ^  sy  —  rz     ^^  ^  qy  —p. 


ps  —  qr  qr — ps 

(1.  li.    weil  ps  —  qr  ■=  1, 

t  =  sy  —  rz,    u=pz—qy. 

Man  braucht  also  nur  in  gauzen  Zahlen  die  Gleichung 

t-  —  Au-  =  1 

zu   lösen    und  jeder   "Werth    vou  /  uud  n   wird   neue   Werthe 
\'ou  y  und  z  liefern. 

In    der   That,    substituirt  mau  in  die  allgemeinen  Werthe 
von    r   und    s  den  oben  gefundenen  Werth  von  m ,    so  erhält 

man : 

r  =  Q[].~  Cp"-)  —  Bpqa  -f  np{2)0  +  (/o) , 
s  =  (7(1  —5(7*)—  CpqQ-{-7iq{pG-\-qQ), 

oder  weil   Cp^  —  27ipq  -}-  Bq^  =  1 , 

r=iBq  —  np)  [qg  —  po)^=~  Bq-\-  np, 
s  =  [Cp—  nq][pa—  qQ]=        Cp  —  nq. 

Also  kommt  allgemein,  wenn  man  diese  Werthe  von  r  und  5 
in  die  obenstehenden  Ausdrücke  für  y  und  z  einsetzt: 

y=pt—{Bq~np)u, 
z^  qt -\-  [Cp  —  n q ) u . 

73.  Alles  kommt  also  darauf  hinaus,   die   Gleichung 

t^  —  Au-  =  1 

zu  lösen. 
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I .  Ist  .-1  negativ,  so  kann  die  Gleiehunsr  nicht  in  ganzen 
Zalilen  bestehen,  ausser  wenn  «  =  0  und  t=  1  ist,  was  y^p 
und  X  =■■  q  ergäbe;  hieraus  kann  man  folgern,  dass,  wenn  .1 
negativ  ist,  die  vorgelegte  Gleichung 

Gif~2nyx-\-Bz'-=\ 

immer  nur  eine  einzige  Lösung  in  ganzen  Zahlen  zulasse. 

Dasselbe  fände  statt,  wenn  .1  eine  positive  Quadratzahl 
wäre;  denn  wenn  J  i=  a*  gesetzt  wird,  so  hätte  man 

[t  -\-  au]  {t  —  au]=  1; 
mithin 

t  -\-  au  =^  ±  1  ,    und    t —  aii=  zb  1, 

also   i nu  =  0  :  folglich  u  -^^  0 ,  also 

t=  ±z  1. 

2.  Wenn  aber  A  positiv  und  keine  Quadratzahl  ist,  so  giebt 
es  für  die  Gleichung 

t-  —  Au-  =  1 

stets  eine  unendliche  Anzahl  von  Lösungen  in  ganzen  Zahlen 
(No.  37),  die  alle  mittelst  der  oben  (xso.  71,  2.)  gegebenen  For- 
meln gefunden  werden  können;  indess  genügt  es,  die  kleinsten 
Werthe  von  t  und  u  zu  finden,  und  sobald  man  in  der  Reihe 
P^,  P, ,  P3,  ...  zu  einem  Gliede  gleich  1  gekommen  ist, 
so  braucht  man  nur  nach  den  Formeln  in  No.  25  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  beiden  Reihen  p^,  p^,  p^,...  und 
9i  >  7*»  ?3>  •  •  •  zu  berechnen.  Das  werden  die  gesuchten 
Werthe  von  /  und  u  sein;  hieraus  erhellt,  dass  ebendieselbe 
Rechnung,   die  zur  Lösung  der  Gleichung 

v^  ~AB'-=  M 

angestellt  wurde,   auch  bei  der  Gleichung 

t-  ~Au'^=l 

zum  Ziele  führen  wird. 

Solange  übrigens  A  den  Werth  100  nicht  übersteigt,  hat 
man  alle  kleinsten  Werthe  von  t   und    u    in    der    am   Schluss 
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des  VII.  Kapitels  gegebenen  Tabelle*),  in  welcher  die  dort 
mit  a,  tn,  n  bezeichneten  Zahlen  sich  mit  denen  decken, 
die  wir  hier  Ä,  t  und  u  nennen. 

7^,  Es  seien  t^   und  ^l^  die  kleinsten  "Werthe  von  f  und  ?/ 
in  der  Gleichung 

t''  —  Äu''=l; 

und  so  wie  diese  AA^erthe  dazu  dienen  können,  neue  Werthe 
xon  y  und  %,  in  der  Gleichung 

Gy"-  —  2nyz-\-  Bz'-  =  l 

zu  finden,  so  können  sie  auch  dazu  verwandt  werden,  neue 
Werthe  von  t  und  u  in  der  Gleichung 

t^  —  Au^  =  1 

zu  bestimmen,  denn  letztere  Gleichung  ist  nur  ein  Specialfall 
der  ersteren.  Daher  braucht  man  nur  C  :^=  \  und  n  ^=  0  an- 
zunehmen, woraus  — B=A,  und  alsdann  t  und  u  an  Stelle 
von  y,  %  und  t^^  u^  an  Stelle  von  _p,  q  zu  schreiben. 
Setzt  man  dieses  in  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  No.  72 
ein  und  schreibt  7",  TJ  statt  t  und  w,  so  kommt  im  Allge- 
meinen: 

uud  zvu-  Uestimmung  von   T  und   U  die  Gleichung 

T^  —  AU^=  1, 
die  der  vorgelegten  älmlich  ist. 


*)  Hier  folgen  noch  einige  Beispiele  für  a  >  100: 

Wenn  a  ==103,  so  kommt  j  **  ^  „^^ijß 

w                  ii.>          1           .  \n  =  113296 

Wenn  a  =  113,  so  kommt  j  ^„  _  ^.,^^^.y^.^ 

Wenn  a=  109,  so  kommt  ^  ^^^  _  15SÜT06719SG249 

^                 ,._          ,           ^\n=  3720964292220 

Wenn  «-  lo-,  so  kommt  ■  ^,,  _  4669S72S731S49 
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Man  kann  also  T=  t^  uiul  U  =  u^  voraussetzen  iiiul  erliillt 

NfiMit  man  /,,  ?/,  dio  zweiten  Wertlie  von  t  und  u,  so 
koninit: 

t,  =  t;-\-  A  h]  ,   u,  =-  2  t^ «,. 

Nun  kann  man  olVenliar  diese  neuen  Werthe  t^_,  u^_  statt 
der  erstcren  /, ,  u^    nehmen;  so  erhält  man 

t=Tt,-\-AUu,, 
wo    man   wiederum   T=^t^^    U=u^    annehmen  kann,  woraus 

So  erhält  man  neue  Werthe  von  t  und  u  und  zwar 

t,=t,t^+Au,u,  =  t,[t\  +  2Au\), 

if^  =  ^1  «i  +  u^  t^_  =  H^{3  t;  +  A  u; ) , 

u.  s.  w. 

7 .").  Die  vorstehende  Methode  lässt  nur  folgweise  die  Werthe 
t;,,  tj,  .  .  .  n^,  i<3,...  finden.  "Wir  wollen  nun  untersuchen, 
w^ie  man  diese  Untersuchung  verallgemeinern  kann.  Man  hat 
zunächst 

t=  Tt,-i-Al\,    u^Tu,-^  Uf^, 

woraus  ich  folgende  Combination  erhalte: 

t±uyÄ  =  {t^±  u^  yAj{T±  uvÄ) ■ 

wenn  nun  T=t^  und   U=u^  angenommen  wird,  so  kommt: 

h  ±u^V2=^{f^  ±11^  \Af. 

Nun  setze  man  diese  Werthe  von  f^  und  a^  statt  t^  und  ll^ 
ein  und  man  erhält 

tztuy2  =  [t^±u^ylY-{T±  UVÄ), 

oder,  indem  man  wieder  T=t^   und   U=^u^   setzt  und  ^3,  if 3 
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die  daraus  resultirenden  Werthe  von  t  und  u  nennt, 

Ebenso  findet  man 

t^  ±iu,yA=[t,±u^yA)\ 
u.  s.  w. 

Wenn  mau  also  zur  Vereinfachung  jetzt  T  und  U  die 
ersten  und  kleinsten  Werthe  von  t^  u  nennt,  die  vorhin  /,, 
u^  Messen,  so  kommt  allgemein: 

t±uyA  =  {T±  uyÄf\ 

wo  VI  irgend  eine  ganze  positive    Zahl   bedeutet;   wegen   der 
Doppelzeichen  schliesst  man  daraus: 

_  ( T  +  uy~Äf'  +  ( T—  uyA)''' 


_  (  r  4-  ?7  Va)"^  —  ( T—  UVA)'» 

2yA 

Obwohl  diese  Ausdrücke  in  irrationaler  Form  erscheinen, 
so  erkennt  man  doch  leicht,  dass  sie  rational  werden,  sobald 
man   die    Potenzen   von    T—  UVA  entwickelt;   denn   es   ist: 

{T±  U  yAf  =  T'»  ±  m  T'"-'  Uy2 4- ^Jliai^Jl  T"^-i r-.l 

-I- m[m—\)[m  —  1)     „_3  ^.^  ^^  - 

2.3  ^     -    -r  •  •  • 

folglich 

;  =  r"  +  '-^^i^^Lzzi)^r»-tr-^ 

2 

m(w— l)(m— 2)(m  — 3)  -4  r*  -^ 

^  2.3 

m(m— l)(m  — 2)(m-3)(m  — 4)         ^,_^,    „^ 
"^  -2  . 3 .  4  .  :>  -r  •  •  • ) 
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wo  inuii  für  )n  irorcntl  welche  positiven  Zahlen  nehmen 
kann. 

Macht  mau  tolgweise  ??<  =  l ,  2,  3,  1,  .  .  .  so  erhält  man 
oftt'ul»ar  wachsende  Werthe  von  t  und  u. 

Jetzt  will  ich  beweisen,  dass  man  auf  solche  Weise  alle 
überhaupt  möglichen  Werthe  von  t  und  u  erhält,  wenn  T 
und  U  die  kleinstmüglichen  sind.  Dazu  genügt  es  zu  er- 
kennen, dass  zwischen  den  einem  bestimmten  m  und  dem 
darauf  folgenden  m  -f-  1  liegenden  Wertheu  von  t  und  u  keine 
Zwischenwerthe  liegen  können,   die   der  Gleichung 

ti  —  Au''=  1 
genügen. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Werthe  t^ ,  ii^ ,  die  aus  m  =  3 ,  und 
die  Werthe  t^,  ti^,  die  aus  w  =  4  resultiren,  und  nehmen 
an ,  es  gäbe  noch  Zwischenwerthe  ß  und  v,  die  gleichfalls 
der  Gleichung 

t-  —  Au^-=  I 
genügten. 
Da  nun 

tl—Aul=l,    tl~Aul  =  l,    0'~Au'-=i, 

so  folgt 

0^  —  tl=A  {v''  —  ttl) ,    und    t]    -  0-  =  Ä  {ul  —  v'-) ; 

woraus  ersichtlich,  dass,  wenn  0  ^t^  und  <^  t^ ,  auch  v  >  w, 
und  <^  u^ .  Ausserdem  aber  hat  mau  noch  folgende  andere 
Werthe  von  t  und  u. 

die  derselben  Gleichung 

t^  —  Au''=  1 
genügen;   denn  substituirt  man  dieselben,   so  erhält  man: 
[Ot,-  Avu,Y-~A[vt,—  du,f  =  (ö*—  Äv'-)  [t\—  Av^^)  =  1, 
eine  identische  Relation,  weil  nach  der  Voraussetzung: 
0^  —  Av^=\,    tz  —  Aii^^^X. 


1 28  J- 1^-  Lagrange. 

Diese  beiden  letzten  Gleichungen  aber  geben: 

d—vVÄ  = — =,  t^—uJA  =  -         ^ 


O  +  vVA                            U-\-u,\Ä 
folglich,    wenn  man  in  den  Ausdruck  in  u^=Ou^  —  vt^  statt 
0 :  uVä  -4 =  einsetzt  und  statt  t, :  iit  VA-l , 

so  kommt: 

w,  V 

u  = 


e  +  v^A        t.  +  u^VA 

ebenso,  wenn  man  die  Grösse  t^u^ — 2*3 <^  betrachtet,  so  kann 
sie,  weil  t\  —  Au'^  ^^  1 ,  in  folgender  Form  geschrieben  werden: 


t,  +  W3  VA        t,  +  u,  VA 

Aber  es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  erstgenannte  Grösse 
kleiner  als  diese  letzte  sein  muss,  weil  O^t^  und  v'^ti^\ 
also  hätte  man  einen  Werth  von  n^  der  kleiner  wäre  als 
h'^^i — '^'3^45  ^^^^'  *lieses  letztere  ist  gleich  U\  denn 

[T+UVA?  +  {T—UVZAf 
h  —  '—T2  ' 

_  ( r  +  UVÄ)*  +  [T—  UVÄ)* 

*4    —  7^  J 

_  (r+  uyÄ)^  —  {T—uyÄ)^ 

_  [T+  UVAY  —  [T—  UVaY 

u^  — ^r ■ , 

■1\A 
woraus 

_  _{T-r\Af[T+UVAY-{T-UV7iY[T-\-V\A)\ 
ferner: 

[T—  uvliY  (r  +  uyly  =  [t^  —  a  v-^  =  i , 
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weil    T-  —  AC-=  1   nach  der  Voraussetzung:;  folglich  ist 

,7-—  rVA]'  {r-i-  rvÄ)'  =  t+  uyJi, 
[r—  uy'iy  (t+  uvTif  =  t—  u\a, 

so  dass   der  Wertli   von   f.^ll^  —  ii.J^   sieh   auf 

2UVJ.  _  ^ . 

2 1  7l     ~ 
redurirt. 

Es  würde  also  folgen,  dass  man  einen  Werth  von  u  hätte 
<^  F,  und  das  widerspricht  der  Voraussetzung,  U  sei  der 
kleiustmögliche  Werth  von  «;  also  giebt  es  zwischen  ^3,  u^, 
und  f^,  u^,  keine  Werthe.  Da  diese  Ueberleguug  allgemein 
für  alle  Werthe  von  t  und  k,  die  aus  obigen  Formeln  erhalten 
worden,  angewandt  werden  kann,  indem  mau  »i  ))eliel)ig  an- 
nimmt, so  kann  mau  schliessen,  dass  diese  Formeln  wirklich 
alle  möglichen  Werthe  von  t  und  u  enthalten. 

Zum  Ueberfluss  bemerken  wir  noch,  dass  die  Werthe  vou 
t  und  H  ebensowohl  positiv,  als  negativ  sein  können;  denn 
das  erkennt  "mau  sofort  aus  der  Gleichung 

r-  —  Air=  1. 


Ueber  die  Art,  um  man  alle  möglichen  Lösungen  der 

unbestimmten  Gleichungen  ziceiten  Grades  mit  xivei  Unbekannten 

in  ganxen  Zahlen  findet. 

TG.  Die  bisher    entwickelten  Methoden   genügen   zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen  von  der  Form 

A!i'-{-B  =  x'- 

aber  man  könnte  Gleichungen  zweiten  Grades  vou  complicir- 
terer  Form  zu  lösen  liaben;  deshall)  wollen  wir  zeigen,  wie 
man  solclie  anfassen  muss. 

Es  sei  eine  Gleichung  von  der  Form 

ar"' -\-brs -{- ar -\- dr -\- CS -]- f^=  0 

vorgelegt,  wo  «,  &,  c,  fZ,  c,  /'  gegebene  ganze  Zahlen  seieu 
und  Avo  r  und  s  zwei  gleichfalls  ganzzahlige  Unbekannte  seien. 

OstwaWs  Klassikur.     103.  9 
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Durch  flie  gewöhnliche  Lösung  erhalte  ich  zunächst 


2  a r  -\-hs-[-d  =  V[hs  +  dj' —  Aales- -\- es -{-  f) ; 

woraus  erhellt,  dass  die  Schwierigkeit  sich  darauf  beschränkt, 
den  Ausdruck 

[hs  +  (Tj-  —  4a(cs-  -\-es  +  f) 

zu  einem  Quadrat  zu  machen. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an,  es  sei 

Ir-  —  4  a  c  =  ^4 ,    hd  —  2ae  =  g,    d-  —  Aaf=}i, 

so  muss  nunmehr  ^s*  -f-  2gs  +  ^^  ein  Quadi*at  werden;  dieses 
sei  ^y' ,  so  dass  man  die  Gleichung 

As'-h-2ffs-{-h  =  y'' 
habe,    aus   welcher   der  Werth   von  s  erhalten    wird,    so  dass 


man  hat  also  nur  noch 

-^IZ/'  +r  —  Ah 

in  ein  Quadrat  zu  verwandeln. 
Macht  mau  nun  noch 

f--Ab  =  B, 

so  muss  der  Ausdruck 

VAi/-  +  B 

rational   werden;    dieses    erreicht   man    mit   Hülfe    der   mitge- 
theilten  Methoden. 

Es   sei  yA//--\-B  =  x,    so   ist   die  zu  lösende  Gleichung 

Af--}-B  =  x'-- 
man  ]v\t  also 

As-]-y  =  d-x\ 

im  Uebrigen  hat  mau  schon 

2ar-{-bs-^d=  ±  y. 
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Solcilil  man  also  «lif  Wcrtlio  von  .'•  und  //  ji'cfiuKlcii  liaWcn 
wird,  hat  man  aucli  die  von  r  und  s-  dnicli  dii'  holden  (ilei- 
cliiinirtMi 

zb  .1-  —  g  dz  1/  —  d  —  h  s 


A        '  2a 

l>a  nun  /■  und  v  ganze  Zahlen  sein  sollen,  müssen  oflen- 
bar  l.  X  nnd  //  anch  ganze  Zahlen  sein;  2.  muss  ±x — g 
durch  -1,  nnd  sodann  auch  dz//  —  d  —  bs  durch  2a  theilbar 
sein.  Nachdem  alle  möglichen  ganzzahligen  Worthe  von  x 
und  //  gefunden  sein  werden,  erübrigt  nur  noch  nnter  diesen 
diejenigen  zu  finden,   die  r  nnd  .s-  zu   ganzen  Zalden  machen. 

Wenn  ^1  eine  negative  Zahl  oder  eine  positive  Quadratzahl  ist, 
so  ist,  wie  wir  gefunden  haben,  die  Anzahl  von  ganzzahligen  Lö- 
sungen stets  eine  begrenzte,  so  dass  man  in  diesem  Falle  nur 
folgweise  für  ./•  und  //  die  gefundenen  Wertlie  zu  versuchen 
hat;  und  findet  man  keine,  die  für  r  und  .v  ganze  Zahlen 
ergeben,  so  wird  man  schliessen,  dass  die  vorliegende  (Jlei- 
chung  keine   Lösung  der  verlangten   Form  zulässt. 

Die  Schwierigkeit  beschränkt  sich  also  auf  den  Fall,  wo  ^1 
eine  positive,  nicht  quadratische  Zahl  ist,  ein  Fall,  in  dem,  wie 
man  gesehen  hat,  die  Anzahl  von  möglichen  gauzzahligen  Lö- 
sungen unendlich  gross  sein  kann;  da  man  alsdann  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Werthen  zu  versuchen  hätte,  so  gäbe  es  nie- 
mals die  Möglichkeit,  die  Lösbarkeit  der  vorgelegten  (ilei- 
chungen  sicher  zu  beurtheilen,  es  sei  denn,  man  habe  eine 
Regel,  um  das  Herumtasten  in  gewisse  Schranken  einzuschliessen; 
solches  wollen  wir  jetzt  untersuchen. 

77.  Da  man  nach  No.  (i.'i  hat 


und  nach  No.  72 


X  =  ng  —  .ßv, 

y=j)t  —  {Bq  —  np)u, 
z  =  qt  —  [Cp  —  nq)ti, 

so  ist  leicht  ersichtlich,   dass  die  allgemeinen  Ausdrücke  für  r 
und  s  folgende  Form  haben  werden: 
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wo  «,  ß,  y,  d,  «^ ,  ß^,  /, ,  (),  gegebene  ganze  Zahlen  sind 
und  t  und  u  durch  die  Formel  in  Ko.  75  gegebene  Grössen, 
in  welchen  der  Exponent  m  irgend  eine  positive  ganze  Zahl 
sein  kann.  Also  kommt  die  Aufgabe  darauf  hinaus,  anzu- 
geben, welchen  Werth  man  '»i  geben  müsse,  damit  r  und  .s- 
ganze  Zahlen  werden. 

78.  Ich  bemerke  zunächst,  dass  es  stets  möglich  ist,  einen 
Werth  von  «  zu  finden,  der  durch  irgend  eine  gegebene  Zahl  jJ 
theilbar  ist;  denn  sei  tt=//w,  so  wird  die  Gleichung 

f  —  Au-  =  1 
übergehen  in: 

t^  —  AJ^cj-=  1, 

uud  diese  ist  stets  in  gauzen  Zahlen  lösbar;  man  wird  die 
kleinsten  Werthe  von  t  und  oj  finden,  indem  man  die  Rech- 
nung wie  vorhin  anstellt,  mit  dem  Unterschiede,  dass  man 
ÄJ"^  anstatt  Ä  nimmt.  Da  aber  diese  Werthe  auch  der  Glei- 
chung t'^  —  Au°^  ■=  \  genügen,  so  werden  sie  offenbar  in  den 
Formeln  der  No.  75  eingeschlossen  sein.  Also  wird  es  noth- 
Aveudig  eiueu  Werth  von  m  geben,  der  den  Ausdruck  für  u 
durch  J  theilbar  macht. 

Diesen  Werth  von  m  bezeichne  mau  mit  /< ,  so  behaupte 
ich,  dass,  wenn  mau  in  den  allgemeinen  Ausdrücken  der 
No.  75  m^=2f.i  macht,  der  Werth  von  u  durch  ^  theilbar 
sein  wird,  und  dividirt  man  den  Werth  von  t  durch  ^,  so 
wird  mau  den  Fiest   1   erlialten. 

Denn,  es  seien  T^  und  U^  diejenigen  Wertlie  vou  /  und  u, 
wo  m  =  u,  uud  T^  und  U^  diejenigen,  wo  m=2fi  ist,  so 
hat  mau  nach  No.  75: 

r,  d=  t\Va  =  [t±  uVÄy, 
n  ±  i\  yJi  =  (T ±  u VÄp' ; 


folglich 


vergleiclit  mau  also  den  rationalen  Theil  dos  erstou  Gliedes 
mit  dem  rationalen  Theil  des  zweiten,  und  den  irrationalen 
Theil  mit  dem  irrationalen,   so  folgt: 

V;  =  V7  +  -in,    r,=  2TJ\; 
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also,  da  f'^  tlurcli  /  thciUiar  ist.  wird  I',  es  ancli  sein  und 
1\  liisst  deusellten  liest ,  wie  7'," ;  nuu  ist  nach  der  Voraus- 
setzung TJ — Ar\  =--{',  folglieli  muäs  T'^ — 1  durch  ^  und 
seihst  durch  J'  tlieilhar  seiu,  da  schon  U'-^  es  ist;  folglich 
■werden  T^  und  mithin  auch  7",,  durch  _/  div-idirt,  den  Rest  l 
geben. 

Nnnnielir  behaupte  ich,  dass  die  irgend  einem  m  ent- 
sprechenden Wertlie  von  f  und  u,  durch  z/  dividirt,  dieselben 
Reste  ergeben  werden,  wie  die  dem  Exponenten  m  -f-  2  u  ent- 
sprechenden Werthe  von  t  nnd  u]  denn  es  seien  die  letzteren 
0  und   j',   so  hat  man: 

t  ±  uV7i  =  {T±  uv7i)"\ 

0±v VÄ  =  {T±  r]/n)'"+-."; 
mithin: 

0±  vyj.  =  {t±iiV7i)[T±  U'VJif''' ; 
Wir  haben  aber  soeben  gefunden,  dass 

.  T,dzi\yl  =  {Tzt  u y7ip' ; 

folglich  hat  mau; 

e±vV7L  =  [t±uy7i)[T^drz  i\  y7i) , 

woraus  folgt,  dass,  wenn  mau  die  Multiplicatiou  ausführt  und 
je  die  rationalen  und  irrationalen  Theile  mit  einander  ver- 
gleicht, 

(9  =  r/;  -t- Au r, ,  v  =  tL\  +  u t,. 

Nun  ist  C  durch  J  theilbar  und  T^  lässt  den  Rest  1 ; 
folgHch  wird  auch  I)  denselben  Rest  lassen,  wie  ^,  und  v  den- 
selben wie  u. 

Im  Allgemeinen  werden  also  die  Reste  der  Werthe  von  t 
und  ?i,  die  den  Exponenten  m  -\-  2u,  m  -f-  4^«,  m  -|-  6/f,  .  .  . 
entsprechen,  dieselben  seiu,  wie  die  der  Werthe,  die  einem 
beliel)igen  m  entsprechen. 

Hieraus  kann  geschlossen  werden,  dass,  wenn  mau  die 
Röste  haben  will,  die  der  Division  der  Glieder  t^^  t^,  t^.  .  .  .  und 
u^^  Mj,  w., ,  .  .  .  ,  Avelche  den  ?>i  =  1 ,  2,  3,  .  .  .  entsprechen, 
durch  die  Zahl  z/  angehören,  es  genügen  wird,  diese  Reste  bis 
zu  den  Gliedern  /.,„  und  u.^^J^  inclusive  zu  bestimmen;  denn  nach 
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diesen  Gliedern  kehren  dieselben  Reste  in  derselben  Reihen- 
folge wieder  bis  ins  Unendliche. 

Hinsichtlich  der  Glieder  i.,„  nnd  u^^,,  bei  denen  man 
stehen  bleiben  kann,  ist  zn  bemerken,  dass  es  diejenigen  sind, 
von  denen  das  eine  genau  durch  ^  theilbar  erscheint,  während 
das  andere  den  Rest  1  lassen  wird;  also  braucht  man  die 
Division  nur  bis  dahin  fortzusetzen,  bis  man  die  Reste  l  und  U 
erhält,  alsdann  wird  man  sicher  sein,  dass  die  folgenden 
Glieder  stets  die  bereits  gefundenen  Reste  wieder  ergeben 
werden. 

Man  konnte  auch  den  Exponenten  2,«  a  priori  finden; 
dazu  brauchte  man  nur  die  in  No.  71  2.  angezeigte  Rech- 
nung auszuführen,  und  zwar  zunächst  für  die  Zahl  A  nnd  dann 
für  die  Zahl  AJ-;  und  nennt  man  w  den  Index  des  Gliedes 
der  Reihe  P^ ,  P, ,  Pj ,  .  .  .  ,  der  im  ersten  Falle  =  l  sein 
wird,  und  q  den  Index  des  Gliedes,  welches  im  zweiten  Falle 
=  1  sein  wird,  so  hat  man  nur  das  kleinste  Vielfache  von  oj 
und  Q  zu  suchen,  welches,  durch  o  dividirt,  den  geforderten 
Werth  von  ,u  ergiebt. 

Hat  man  z.  B.  ^  =  6  und  ^  =  3 ,  so  findet  man  in  der 
Tabelle  der  No.  41  für  Vß": 

P=l      P=  —  •>      P  =^  [• 

also  GJ'  =  2 ;  alsdann  findet  man  in  derselben  Tabelle  für 
VgTÖ  =  V54: 

P„=l,    P.  =-5,    P.,  =  9,    P3  =  -2,    P,  =  9, 
P,  =  -5,    P,=  l; 

also  ^  =  G ;  das  kleinste  Vielfache  von  2  und  (i  ist  aber  G, 
welches,  durch  2  dividirt,  den  Quotienten  3  ergiebt,  so  dass 
man  hier  «  =  3   und  2/^  =  G  hat. 

Um  also  in  diesem  Falle  alle  Reste  der  Division  der  Glieder 
der  Reihen  i, ,  /,,  ^3,  .  .  .  und  «, ,  «/, ,  «3,  .  .  .  durch  3  zu  haben, 
wird  es  genügen,  die  der  sechs  ersten  in  beiden  Reihen  zu 
suchen;  denn  die  folgenden  werden  stets  dieselben  Reste 
geben,  d.  h.  die  siebenten  werden  dieselben  Reste  geben,  wie 
die  ersten,  die  achten  wie  die  zweiten  u.  s.  f  bis  ins  Un- 
endliche. 

Uebrigens  kann  es  bisweilen  vorkommen,  dass  die  Glieder 
/,,    und    n,,    dieselben   Eigenschaften    haben,    wie    die    Glieder 
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t^i,  niul  //,„,  »1.  li.  ilass  u^^  tlurch  ./  thcilljar  ist  und  /„  den 
liest  l  lilsst.  In  diesem  Falle  kann  man  bei  eben  diesen 
(iliedern  stehen  l)leiben;  denn  die  Reste  der  folgenden  (jilieder 
'//+!»  ^/-^i)  •  •  •  ""^^  "«+1 '  "«+«'  ■  ■  ■  "^^'^rden  dieselben  sein  wie 
die  der'  (iliedev  <,,  ^,'.  .  .  ", ,«»,...  u.  s.  f.  —  Im  Allgemeinen 
wollen  wir  mit  M  den  kleinsten  Werth  des  Exponenten  m 
liezeiehnen,  der  /  —  1   und  u  durch  J  theilbar  Averden  lässt. 

79.  Angenommen  nun,  man  habe  irgend  einen  aus  t 
und  »,  und  aus  ganzen  Zahlen  bestehenden  Ausdruck,  der 
stets  ganze  Zahlen  darstelle,  und  man  fragt  nach  den  dem 
Exponenten  in  zu  ertheilenden  Wertlien,  die  den  Ausdruck  durch 
irgend  eine  gegebene  Zahl  J  theill)ar  werden  lassen;  alsdann 
hat  man  bloss  m=\,  2,  3,  .  .  .  bis  Jf  zu  setzen;  wenn  kein 
Werth  von  vi  die  Theilbarkeit  durch  z/  ermöglicht,  so  darf 
man  dreist  schliessen,  dass  solches  niemals,  d.  h.  für  keinen 
einzigen  Werth  von  in  statthaben  werde. 

Findet  man  aber  auf  diesem  W\'ge  einen  oder  mehrere 
Werthe  von  ?»,  die  die  Theill)arkeit  durch  zt  ergeben,  und 
nennt  man  einen  jeden  dieser  Werthe  iV,  so  sind  alle  mög- 
lichen gleichfalls  genügenden  Werthe  von  vr. 

N]    N+M,    N+-2M,    iV+3J/,  ..., 

also  allgemein 

N-\-  IM, 

wo  ).  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Ist  ferner  ein  anderer,  gleichfalls  aus  #,  it  und  ganzen 
Zahlen  bestehender  Ausdruck  gegeben,  der  zugleich  durch 
irgend  eine  andere  Zahl  J ^  theilbar  sein  soll,  so  würde  man 
ebenso  wie  vorhin  die  passenden  Werthe  von  M  und  N  suchen, 
die  wir  hier  mit  il/,  und  N^  bezeichnen  wollen,  und  alle  ge- 
nügenden Werthe  \'on  m  würden  in  der  Form 

gegeben  sein,  wo  /.,  irgend  eine  ganze  Zalil  bedeutet.  Also 
brauchte  man  nur  noch  die  den  ganzen  Zahlen  X  und  X^  zu 
gebenden  Werthe  zu  suchen,   so  dass 

oder 

Ml  —  if,  l,  =  ^V,  —  N, 

welche   Gleichung   nach   der  Methode   in   No.  42   zu  lösen  ist. 
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Jetzt  ist  es  leicht,  die  Anwendung  des  vorstehend  Ausein- 
andergesetzten auf  den  Fall  in  No.  77  anzuwenden,  ayo  die 
vorgelegten  Ausdrücke  die  Form 

at-i- i:Iu-i-y,     «,/  +  /?,  ^<  +  7, 

haben,  und  wo  die  Theiler  d  und  ^^   sind. 

Man  muss  nur  im  Auge  l)ehalten,  dass  die  Zahlen  t  und  u 
nach  einander  mit  positivem  uud  mit  negativem  Zeichen  zu 
versehen  sind,   um  alle  möglichen  Fälle  zu  erhalten. 


1.  Beispiel. 
80.  Es  soll  der  Ausdruck 


V30  +  62s— 7s- , 

rationcd  tverden,  ivährend  s  nur  eine  grüne  Zahl  sein  darf. 
Man  hat  also  die  Gleichung 

30  +  62.9—75-  =  //- 

zu  lösen,  welche,  mit  7  multiplicirt,  in  diese  Gestalt  gebracht 
werden  kann: 

7.30  4-  (31)^  — (7s— 31]-  =  7//- 

oder,  wenn   7  s  — ^31  =  x  gesetzt  und  hinübergebracht  ^vird, 

ic^  =  1 1 7 1  —  7  ?/- ,    oder    x-  +  7  ?/"  =  1171. 

Diese  Gleichung  gehört  nun  in  den  Fall  von  No.  64,  und 
man  hat  .1  =  - — 7  und  i?=1171;  hieraus  erhellt,  dass  // 
und  B  relativ  prim  sein  müssen,  weil  die  letztere  Zahl  keinen 
quadratischen  Factor  enthält. 

Nach  der  Methode  in  No.  65  mache  man: 

X  =^  n  y  —  1171  X , 

und  damit  diese  Gleichung  lösbar  sei,   muss  für  n  eine  ganze, 
positive  oder  negative  Zahl  gefunden  werden,  die  nicht  grösser 

ist,  als  —  ,  also  nicht   grösser   als  5S6,    so  dass  /r  —  A  oder 

)t^ -\- 1   durch  J5,   also  durch    1171    theilbar  sei. 
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Irli  tiii.li>  //  =  rr  :\2\,  wclt-lics  //-  +7^1171  .SS  ergiebt; 
iilso  siilistituire  ich  in  \  (irstflii'udcr  (ilcicliiino:  d=321y —  1171.^; 
für./-,  wodurcli  sii'  vollkommen  durch  1171  theilbar  wird,  imd 
n;icli   MUstrcfülirtiT   l)i\ision   kommt: 

SS/y-  q=  (i  12// ;  +  1171 .:;;-  =  l . 

Um  diese  Gleichung:  aufzulösen,  will  ich  die  zweite  in 
No.  70  gegebene  Methode  anwenden,  weil  sie  in  der  Thnt  ein- 
facher und  bequemer  ist,  als  die  erste.  Da  der  Coeflicicnt 
von  if-  kleiner  ist,  als  der  von  z- ,  erhalte  ich  hier  D  =  1171, 
/>j  =  8S  und  '«==b321;  behalten  Avir  der  Einfachheit 
wegen  den  BuchstaV»en  //  statt  0  bei  und  setzen  y^  statt  :).] 
führen  wir  nun  folgende  Rechnung  aus,  wo  zunächst  n  =  321  ist: 

/;/=^=4,  /^  =  321  — 4.8S  =  — 31, 

SS  '  '  ' 

31 

III  ^  =      —  =  ^ —  3 ,     u^  =  —  31  +  3.1l=:2, 


;//,=  -■=  2,  >?3  =  2  — 2.1  =  0 


312-1-7 
A,  =  — g^=ll,  ?/  =  4//.  +//,, 

4  +  7 
7 

Da  ».^  =  0  und  mithin  <^  -^  und  <^  -- ,    so   hört    man   liier 
auf  und  macht 

und    //3  =  i',    yi  =  fp, 
weil  D.,  <  D,. 

Jetzt  bemerken  wir,  dass,  da  J  =  —  7  und  mithin  negativ 
ist,  man  zur  Lösung  der  Gleichung  Jf ^  1  setzen  niuss; 
da    dieser  AYerth    liier    -wirklicli    gefunden    ist,    so  kann    man 


1  ;j8  J-  L.  Lagrange. 

schliessen,  class  es  eine  Lösung  giebt.  Man  setzt  also  b  =  2/3  ^  0? 
ip  =:i/^  =  ±  l  und  erhält  auf  Grund  der  oben  entwickelten 
Formeln : 

^,  =  ±1,    2/,  =  ^=3  =  ^,    v/  =  -  12i^l  =  -lK 

Avo  die  Doppelzciehen  nach  Willkür  genommen  werden  können. 
Es  ist  also 

x  =  ^2\)j—  1171  v  =  =  18, 

und  mithin 

_a;-|-31_31q=lS_13  _^^__- 

Da  aber  s  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  kann  man  nur  s  =  1 
nehmen. 

Es   ist  bemerkenswerth,    dass    der   andere   Werth    von   .•>\ 

-;^,  obwohl   ein  Bruch,    dennoch   eine    ganze    Zahl    für    den 

Werth  des  Ausdi-uckes  VSO  +  62.5  —  7.s*  ergiebt,  und  zwar 
ebendieselbe  Zahl  1 1 ,  wie  der  Werth  s=  7 ,  so  dass  diese 
beiden  Werthe  von  s  die  Wiu'zeln  der  Gleichung 

30  +  62.5  —  7.'^-=  121 
sind. 

Wir  haben  bis  jetzt  w  =  32l  vorausgesetzt;  man  kann 
aber  auch  n  =  —  321  annehmen;  indess  ist  leicht  ersichtlich, 
dass  dadurch  nichts  anderes  in  vorstehenden  Formeln  ge- 
ändert wird,  als  die  Aenderung  der  Zeichen  von  ;«,  n^^,  m^, 
und  ^l^ ,  »,., ;  in  Folge  dessen  erhalten  auch  fJ^  und  //  ver- 
schiedeue  Zeichen  und  man  erhält  kein  neues  Resultat,  da 
die  Werthe  ohnehin  schon  das  Doppelzeichen  haben. 

Ganz  dasselbe  findet  in  allen  anderen  Fällen  statt,  so  dass 
man  sich  immer  ersparen  kann,  den  Werth  von  n  mit  posi- 
tivem und  mit  negativem  Zeichen  zu  nehmen. 

Der  Werth  s  ^==  1 ,  den  wir  soeben  gefunden  haben, 
folgte  aus  dem  Werthe  -»  —  ±321;  man  könnte  andere 
Werthe  von  .•?  finden,  wenn  man  andere  der  geforderten  Be- 
dingung genügende  Werthe  von  n  hätte;  da  aber  der  Theiler 
1171  eine  Primzahl  ist,  so  kann  es  keine  anderen  Werthe 
von  derselben  Eigenschaft  g:eben,  wie  wir  solches  anderwärts 


Unbestimmte  Gleichgn  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten.    1  r>0 

liewiosrn  li;il)en  Memoiren  der  llerliner  Akademie  \(>n  17(17, 
Seite  lill*),  >vi.raiis  zu  folgern  ist,  dass  7  die  einzige  der 
gestellten  Bedingung  genügende  Zahl  ist. 

leh  liekenne  iil»rigens,  dass  man  die  vorstehende  Aufgabe 
leichter  durch  Ilerumtasteu  lösen  kann;  denn  sobald  man  zur 
(ileichung  x-=ll71  —  1  if  gelangt  ist,  braucht  man  für  ij 
nur  alle  ganzen  Zahlen,  deren  Quadrate,  mit  7  multiplicirt, 
nicht  grösser  sind  als  1171,  durchzuversuchen,  also  alle  Zahlen 

<i/":'<.3. 

Dasselbe  gilt  für  alle  Gleichungen,  in  denen  Ä  negativ 
ist:  denn  sobald  man  zur  Gleichung 

x'-  =  B-{-  Ay^ 

gelangt  ist,  oder,  wenn  man  ,1  =  —  a  setzt,  zu 

x^  =  B  —  aij^, 

so  werden  sich  die  genügenden  Werthe  von  //,  wenn  sie  vor- 
handen sind,   nur  unter  den  Zahlen  finden,  die  kleiner  sind  als 

/  — .     Auch   habe    ich   für   den   Fall    eines   negativen  A   nur 
ff 

deshalb   besondere    Methoden    gegeben,    weil    diese   i\Ietlioden 

eng   mit  denen  zusammenhängen,  die  sich  auf  den  Fall  eines 

positiven  A  beziehen,   nnd  weil    alle   diese  Methoden,    wenn 

sie  mit  einander  verglichen  Averden,  sich  gegenseitig  erläutern 

und  mit  grösserer  Evidenz  hervortreten. 


2.  Beispiel. 

Sl.  Wir  wollen  jetzt  einige  Beispiele  geben  für  den  Fall, 
dass  .1  positiv  sei;  man  fordert  alle  ganzen  Zahlen  für  y, 
die  den  Ausdruck 

yi3//-  +  1(11 

rational  machen. 

Man  hat  hier  nach  No.  64  .4=13,  5=  101,  und  die 
zu  lösende  Gleichung  Avird  die  folgende  sein: 

X-—  13//-  =  101, 
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wo,  Aveil  101  cliirch  kein  Quadrat  theilbar  ist,  //  nothwendig 
prim   zu   101   sein  wird. 

Man  maclie  also  nach  No.  G5: 

X  =  nij  —  101^, 

so  muss  w"  —  13   durch  101  theilbar  sein,  wo  n  <^  — — -  <^b\.. 

Ich  finde  /i  =  35,  welclies 

«-=1225,    und    ?r  —  13  =  1212  =  101 .  12 

ergiebt;  man  nehme  also  «  =  zb35,  substituirt  für  x: 
dr  35?/ —  101;;;  und  erhält  eine  durchweg  durch  101  theilbare 
Gleichung,  die  nach  ausgeführter  Division: 

12//-  =p  70//-.  -h  101  i;'-  =  1. 

Benutzen  wir  zur  Auflösung  dieser  Gleichung  die  Methode 
der  No.  70,  machen  D,  =  12,  D=  101,  m=  ±  35;  aber  statt  0 
behalten  wir  den  Buchstaben  y  und  ändern  bloss  zin  y^,  wie 
im  vorigen  Beispiel. 

Es  sei   1.  «=35;  man  führe  folgende  Rechnung  aus: 

1, 


35 
>"  =12=3, 

n^  =  35  —  3.12  = 

w?.,  =  _  ^  =  1 , 

//j  =  —  1  +  1  =0, 

'           12 

1, 

;'/  =  3//,  +//,, 

i\    .1   !xi,; 

Vi    =Ui   +.'/3- 

Da  «.,  :=  0  und  mithin  <^  — ^  und  <^  --  ,  so  liiu't  man  hier 
auf  und  erhält  die  Transformirte: 

oder 

■\velolio  ;\uf  die  Form 

l/l  —  1  '^  !/l  ^  —  1 


Unbostiinnite  Gleichgn.  zweiten  Grades  mit  zwei  Uubekauntcn.    |  H 

gebracht,  der  Methode  71,2  zugänglich  wird;  da  ^4  =  13  <^  IdO 
ist,   so  kann  die  Talielle  in  Xo.  4 1   angewandt  werden. 

Man  brancht  also  nur  nachzusehen,  ob  in  der  oberen  der  Vi 3 
»■iitsj)reclienden  Reihe  sicli  die  Zahl  1  an  einem  geradzahligen 
Platze  belindet;  denn  soll  die  vorgelegte  Gleichung  lösbar 
sein,  so  nuiss  in  der  Reihe  P,,,  P, ,  P,,  .  .  .  ein  Glied  =  —  l 
vorkommen ;  man  hat  aber  P^  =  1 ,  —  P^  =  4 ,  7\  =  3 ,  .  .  .  ; 
also  u.  s.  t".  Ferner,  in  der  Reihe  1 ,  4  ,  3 ,  3 ,  4  ,  1 ,  .  .  .  findet 
man  1  auf  dem  sechsten  Platze,  so  dass  1\  =  — 1;  also 
giel)t  es  eine  Lösung,  indem  nian  //,  =i>5  und  y^  =  q^  setzt, 
wo  die  Zahlen  p.,  q.  nacli  den  Formeln  iu  No.  25  berechnet 
sind,  indem  man  den  u,  u^,  u^,  ...  die  Werthe  3,  1,  1,  1, 
1 ,  (i,  .  .  .  der  unteren  deryi3  entsprechenden  Zahlenreihe  ent- 
nimmt. 

Man  erhält  also: 

i\,  =  1 ,  7o  =  0, 

2)^  =  3,  7,  =  1, 

Pi=Pi  -^Po  =4,  7,  =  1, 

PT=Pi  +Pi=     7 ,  73  =  7,  -I-  ry,  =  2  , 

Pi  =Pz  -\-Pi  =  '^^,  'Ix  =  'h  +  '1-1  =  ^^  . 

P^  =Px   +  P3   =    1  8>         'h   =  74  +  73   =   5  , 

Also  ist  //3  =  IS  und  11,,^=  ö\   mithin; 

/A  =  .'/■>  +  Ui  =  23,  und  //  =  3//,  +  //,  -=74. 

Wir  haben  bis  jetzt  n=^  35  vorausgesetzt,  aber  mau  kann 
auch  n  =  —  35  nehmen. 

Es  sei  also  2.  n  =  —  35;  man  mache 

—  35 

—  3,  ?i.,  =  — 35  +  3.12  =  1, 


12 

l 

v^^  =  --j  =  —  1 ,  n^  =1  —  1  =  0, 

1  —  13 

^2  =  — f^—  =  —  1 ,    II  ="  ^y,  4-  //,, 
D,  =  3:y  ==  •  ^ '        !Ji=  —  yt  +  .73 ; 
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man  erliält  also  dieselben  Werthe  von  7)^,  7).,  und  »,  wie 
früher,  so  dass  die  in  y^  und  y,  transformirte  Form  auch  die- 
selbe Avie  früher  sein  wird. 

Man  hat  daher  auch  j/^  =  1 S ,  ?/.,  =  5 ;  mithin : 

2/,  =  —  2/.^  +  2/3  =  1 3  ,    und    7/  =  —  3^j  +  //,  =  —  34. 

Wir  haben  also  zwei  Werthe  von  //  mit  den  entsprechenden 
von  y^  und  ;:;,  gefunden  und  diese  Werthe  stammen  aus  der 
Annahme  ;/  =  zb35;  da  nun  aber  kein  anderer,  den  gefor- 
derten IJedingungen  genügender  Werth  von  n  gefunden  werden 
kann,  so  folgt,  dass  die  vorstehenden  Werthe  die  einzigen 
primitiven  sind,  die  man  erlangen  kann;  aber  eine  unendliche 
Menge  davon  abgeleiteter  Werthe  können  nach  2s  0.  72  ge- 
funden werden. 

Nimmt  man  nun  diese  Werthe  von  //  und  x  für  p  und  7, 
so  erhält  man  allgemein,  nach  der  Methode  in  No.  72: 

^=  7J;  — (101.23  —  35.74 )z<=  74/  +  267  2<, 
;^=23/+(    12.74  — 35. 23)M  =  23/-f-    &3i<, 
oder 

^  =  —  34/  — (101.13  — 35.34)»  =  — 34/—  123  ?/, 
-  =  13/+(—  12.34  -1-35.13)?<=  13/+47?^ 

und  man  braucht  nur  noch  die  Werthe  von  /  und  u  der 
Gleichung 

r-_  W^u"-  =  1 

zu  entnehmen.  Indess  finden  sich  diese  Werthe  sämmtlich 
bereits  berechnet  in  der  am  Ende  des  YU.  Kapitels  von 
Eitlere  Algebra  mitgetheilteu  Tabelle;  man  erhält  also  sofort 
#=649  und  11=  ISO;  nimmt  man  diese  Werthe  für  T  und 
U  in  den  Formeln  in  No.  75,  so  kommt  allgemein: 

_  (649  +  ISO  Vis)"'  -I-  (649  —  180  VTä)"' 

(649  +  I8OVT3)'»  — (649—  ISO  VTä'i"» 

u  =  ^ ^ '—  , 

2V13 

wo  mau  dem  »i  beliebige  Wortho  zuortheileu  kann,  die 
jedoch  ganzzahlig  und  positiv  sein  müssen. 
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l>.i  mm  dii'  Wcitlie  von  /  und  u  sowohl  positiv  als  nog:a- 
tiv  •^t-noninuMi  werden  kthinen,  so  werden  die  der  liedinsiiufi^ 
geniijjenden  Wertlie  von  ij  säiumtlieli  in  folgenden  zwei  Formeln 
eingeschlossen  sein  : 

>j  =  ±  74^  ±267«, 
i/=±3it±  123«, 

wo  die   Doppelzeichen  beliebig  genommen  werden  können. 
Maeht  mau  )n  =  0 ,    so   kommt   f  =  1   und  m  =  0 ;  folglich 

^/  =  zb  74  ,    oder    =  zb  34, 

und    dieser   letzte    wird   der   kleinste   der   Aufgabe  genügende 
Werth  sein. 

Wir  haben  diese  Aufgabe  schon  in  den  Memoiren  der 
Berliner  Akademie  von  1768,  Seite  24  3*)  gelöst;  da  aber  die 
dort  angewandte  ]\rethode  ein  wenig  von  der  vorstehenden 
abweicht  und  im  Grunde  mit  der  ersten  hier  in  No.  66  ge- 
gebenen übereinstimmt,  so  glaubten  wir  sie  hier  Avied(M-holen 
zu  müssen,  damit  die  nach  l)eideu  Methoden  gefundenen  lle- 
sultate,  wenn  solches  nöthig  erscheint,  mit  einander  verglichen 
werden  können. 

3.  Beispiel. 
82.  Es  soll  ferner  in  ganzen  Zahlen   für  y  der  Ausdruck 


]/79y-i_|_  101 
rational  iverdcn. 

Man  hat  also  in  ganzen  Zahlen  zu  lösen  die  Gleichung 

x"-  —  79/  =101, 

Avo  //  prim  zu   10 1   sein   wird,    da  diese  Zahl    keinen  (juadra- 
tischen  Factor  enthält. 
Man  setze 

x  =  ny  —  101::x, 
und    es    muss    n^  —  79    durch    101     tlieilbar    sein,    während 


*    (Euvres  de  Lacjrange,  t.  II,  p.  719. 
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n  <^  ~ — "CC^'^l;  in;in  findet  ??=  33,  imd  das  ergiebt: 
nr-—  79  =  1010  =  101.  lU. 

Man   kann    also   )i=dr33  nehmen   und   diese  Werthc  allein 
erfüllen  die  gestellte  Bedingung. 

Setzt  man  nun  ±  33_?y — 101;;;  für  x  ein  und  dividirt  die 
ganze  Gleichung  durch    101,   so  erhält  man  die  transformirte: 

\{)if  q=  66^;^  4-  I0l,i^  =  1. 

Man  mache  also  Z),  =  10,  Z)=101,  w=±33;  nimmt 
man  erst  n  positiv,  so  verfährt  man  Avie  im  vorigen  Beispiel 
und  erhält : 

33 

3,  »,j  =  33  — 3.  10  =  3, 


10 
"lO 


9 79 

^^'2  =  — .-TT-  =  —  ^    V  =  '^.Vi  +  .V. 


Da  nun  n.  =  3  schon  <^ — -  und  <'  — ,  so  braucht  mau 
uiclit  Aveiter  zu  gelieu;  man  erhält  die  Transformation: 

Avelche,  mit  —  7   multiplicirt,  in  die  Gestalt 
(7/y,  +  3^.J-  — 79//l  =  — 7 

gebracht  werden  kann. 

Da  nun  7<^l/79,  so  muss,  Avenn  die  Gleichung  lösbar 
sein  soll,  die  Zahl  7  unter  den  Gliedern  der  oberen  der  ]  79 
entsprechenden  Tabelle  in  No.  41  sich  vorfinden  und  ausser- 
dem muss  diese  Zahl  7  eine  paarige  Stelle  einnehmen,  da  es 
das  negative  Zeichen  hat.  Aber  die  fragliche  Reihe  enthält  nur 
die  Zahlen  1,  15,  2,  die  immer  wiederkehren;  mau  muss 
also  sofort  schliessen,  dass  die  letzte  Cileichung,  und  ebenso 
die  vorgelegte,  nicht  lösbar  ist.  Aveuigstens  nicht  mit  dem 
Werthe  u  =  33. 

Es  erübrigt  also,  den  audoren  Wcrth  n  =  —  33  zu  unter- 
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suclit'u,  iiiul  dieser  ergiebt: 

33 

m  = =  —  3 ,       n^  =  —  33  +  3.10  =  —  3, 

9  —  79 
also  dass  man  diese  andere  Transformirte  erhält: 

und  diese  kann  auf  die  Form 

(7//. -32/,)»- 792/1  =  - 7 

gebracht  werden,  die  der  vorigen  ähnlich  ist.     Hieraus  schliesse 
icli,    dass    die    vorgelegte  Gleichung   überhaupt   keine   Lösung 


Bemerkung, 

83.  Enlcr  findet  in  einer  ausgezeichneten  im  IX.  Rande  der 
neuen  Petersburger  Commentarien  gedruckten  Abhandlung 
durch  Induction  folgende  Kegel  zur  Beurtheilung  der  Lösbar- 
keit aller  Gleichungen  von  der  Form 

x^  —  Äy""  =  B, 

wo  B  eine  Primzahl  ist;  die  Gleichung  ist  allemal  möglich, 
wenn  B  die  Form  4^n  +  r^  oder  4An-\-r'^  —  Ä  hat;  aber 
das  vorhergehende  Beispiel  lehrt  die  Unrichtigkeit  dieser  Regel ; 
denn  101  ist  eine  Primzahl  von  der  Form  4  An -\- r'^  —  A, 
wenn  ^=70,  w  =  —  4  und  r=38  gesetzt  wird;  dennoch 
lässt  die  Gleichung 

a;^  — 792/"-  =  101 

keine  Lösung  in  ganzen  Zahlen  zu. 

Wäre  die  fragliche  Regel  richtig,  so  würde  daraus  folgen, 
dass,  wenn  die  Gleicliung  x^  —  Ai/'^  =  B  für  einen  beliebigen 
Werth  b  von  B  möglich  ist,  sie  auch  für  B=iAn-\-b 
möglich  ist,  wenn  nur  B  eine  Primzahl  ist.  Man  könnte 
die  Regel  einschränken,  indem  man  hinzufügt,  dass  auch  h 
eine   Primzahl    sein    müsse;    aber    diese    Einschränkung    wird 

Ostwald's  Klassiker.     103.  10 
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gleichfalls  durch  das  vorliegende  Beispiel  ■widerlegt,  denn 
man  hat  101  =  4  An  -[-  b,  indem  man  A  =^  1*.)  nimmt, 
n=  —  2  und  b=  733.  Aber  733  ist  eine  Piimzahl  von  der 
Form  x^  —  79?/'^,  indem  x=  38  und  ?/  =  3 ;  trotzdem  ist  101 
nicht  von  der  Form  x^  —  792/^. 


§    VIII.      Bemerkungen    über    die    Gleichungen    von    der    Perm 

p'^  =  Aq^  +  1   und  über  die  gewöhnliche  Methode  sie  in  ganzen 

Zahlen  aufzulösen. 

84.  Die  im  VII.  Kapitel  von  Eulerä  Algebra  gegebene 
Methode  zur  Lösung  derartiger  Gleichungen  ist  dieselbe,  die 
Wallis  im  XCVIII.  Kapitel  seiner  Algebra  giebt  und  die  er 
dem  Herrn  Brouncker  zuschreibt;  man  findet  sie  auch  in 
der  Algebra  von  Oxanam^  der  sie  Fermat  zuschreibt.  Wer 
nun  auch  der  Erfinder  dieser  Methode  sei,  sicher  ist  Fermat 
der  Autor  des  fraglichen  Problems;  er  hat  dasselbe  als  Her- 
ausforderung allen  englischen  Geometern  vorgelegt,  -wie  man 
das  aus  dem  Commercium  ejnstoHcum  von  Wallis  ersieht;  das 
gab  dem  Herrn  Brouncker  den  Anlass,  die  bezügliche  Methode 
zu  ersinnen;  es  scheint  indess.  dass  dieser  Autor  nicht  die 
ganze  Tragweite  des  von  ihm  gelösten  Problems  gekannt 
habe;  selbst  in  Fermah  hiuterlasscnen  Schriften  findet  mau 
Nichts  hierüber,  und  ebensowenig  in  irgend  einer  Abhandlung 
der  unbestimmten  Analysis  des  vorigen  Jahrhunderts.  Es  liegt 
nahe  zu  glauben,  dass  Fermat,  der  sich  besonders  mit  der 
Theorie  der  ganzen  Zahlen  beschäftigte,  worüber  er  uns  übri- 
gens sehr  schöne  Theoreme  hinterlassen  hat,  auf  das  frag- 
liche Problem  bei  der  allgemeinen  Auflösung  der  Cileichungen 
von  der  Form 

a;-  =  Alf  +  B 

gestossen  ist,  auf  Avelche  alle  Gleichungen  zweiten  (irades 
mit  zwei  Unbekannten  zurückgeführt  werden ;  indessen  ver- 
danken Avir  erst  Eider  die  ISenierkung,  dass  dieses  Problem 
notliwoudig  sei,  um  zu  allen  möglichen  Lösungen  dieser  Art 
von  Gleichungen  zu  gelangen.  (Siehe  Kapitel  VI  seiner  Algebra, 
ferner  Band  VI  der  alten  und  Band  IX  der  neuen  Petersburger 
Commcutarieu. 
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Die  von  uns  befolgte  Methode  weicht  etwas  von  der 
Eulers  ab;  sie  i^t  aber  auch,  Avenn  ich  nicht  irre,  einfacher 
und  allgemeiner;  denn  einerseits  führt  EidcrB  Methode  zu 
Hruchausdrücken  da,  wo  man  sie  vermeiden  will,  und  anderer- 
seits sieht  man  nicht  deutlich,  dass  der  Vorgang,  die  Brüche 
verschwinden  zu  lassen,  der  einzig  mögliche  sei.  In  der  That 
hallen  wir  gezeigt,  dass  es  nicht  immer  genügt,  eine  einzige 
Lösung  der  Gleichung 

X-  =  A>f  H-  B 

zu  finden,  um  alle  anderen    mit  Hülfe  der  Gleichung 

2j^  =  A(f  +  1 

daraus  herzuleiten,  und  dass  oft,  wenigstens  sobald  B  keine 
rriinzahl  ist,  die  Werthe  von  x  und  //  nicht  in  Enlers  all- 
gemeinen Ausdrücken  eingeschlossen  sein  können.  (Siehe  No.  45 
meines  Memoire  sur  les  Problemes  indetermines  in  den  Berliner 
.  Memoiren  von   1767*). 

Hinsichtlich   der   Lösung   der    Gleichungen   von    der  Form 

erscheint  uns  die  im  VIL  Kapitel  gegebene  Methode,  wie  geist- 
voll sie  auch  sei,  doch  noch  ziemlich  unvollkommen;  denn 
1.  lässt  sie  nicht  erkennen,  dass  jede  (Jlcicluing  dieser  x\rt 
stets  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sei,  sobald  A  eine  positive  nicht- 
(juadratische  Zahl  ist;  2.  ist  nicht  bewiesen,  dass  sie  stets 
zum  Ziele  führen  müsse.  Wallis  freilich  hat  behauptet,  die 
erste  dieser  Anforderungen  erfüllt  zu  haben;  sein  Beweis  ist 
aber,  wenn  ich  es  sagen  darf,  nichts  als  eine  petitio  prineipii. 
(Siehe  das  XCIX.  Kapitel  seiner  Algebra.)  Ich  glaube  mithin 
der  erste  zu  sein,  der  eine  vollständig  strenge  Lösung  ge- 
geben hat;  man  findet  sie  im  Band  IV  der  miscellanea  socie- 
tatis  taurinensis  **);  aber  sie  ist  sehr  umständlich  und  sehr  in- 
direct;  die  vorstehend  in  No.  37  gegebene  ist  den  wahren 
Grundsätzen  der  Frage  gemäss  und  lässt,  wie  mir  scheint, 
nichts  zu  wünschen  übrig.  Diese  Methode  gestattet  uns  auch 
di,e  andere,  im  VII.  Kapitel  entwickelte,  zu  schätzen  und  die 


*j  CEuvres  de  Lagraugr,  t.  II,  p.  457. 
**)  CEuvres  de  Layrarnjc,  t.  I,  p.  671. 
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Schwierigkeiten  zu  erkennen,  die  einem  begegnen,  wenn  man 
sie  ohne  alle  Yorsiclit  anwendet;  das  soll  jetzt  untersucht 
werden. 

85,  Aus  dem  in  §  II  Bewiesenen  folgt,  dass  die  der 
Gleichung  7?^  —  Aq'^  =  l  genügenden  Werthe  von  p  und  q 
nichts  anderes  sein  können,  als  Glieder  eines  der  Ilauptbrüche, 
die  aus  dem  den  Werth  von  VA  darstellenden  Kettenbrucli  her- 
geleitet werden;  so  dass,  wenn  dieser  Kettenbrucli  durch 

1 


1 


1 
^'2  + 


ausgedrückt  wird,  man  uothwendig 


V  1 


Q  1 


."2  + 


1 

+  — 


haben  wird,  wo  fi^,  irgend  ein  Glied  der  unendlichen  Keihe 
fl^ ,  /A, ,  .  .  .  ist,  und  wo  der  Index  q  nur  a  posteriori  bestimmt 
werden  kann.  JMan  muss  bemerken,  dass  in  diesem  Ketten- 
bruch die  Zahlen  n,  /<,,  /z,,  .  .  .  alle  positiv  sein  müssen,  ob- 
gleich wir  in  Xo.  3  gesehen  haben,  dass  man  im  Allgcnioinon 
in  Kettenbrüchen  die  Kenner  positiv  oder  negativ  nehmen 
kann,  je  nachdem  man  grössere  oder  kleinere  Käherungs- 
Averthe  zu  den  wahren  Werthen  annimmt;  aber  die  bei  der 
I.  Aufgabe  angewandte  Methode  (No.  2;^  ff.)  fordert,  dass  man 
immer  nur  den  kleineren  Näherungswerth  nt'lime. 

S().    Da   nun    der    Uruch  —  einem   Kettenbruch  gleich  ist, 

7 
dessen    (Jlieder    /<,    //, ,    u^,...    /.i^j    sind,     so    folgt   aus    der 

No.  4,  dass  /.i  der  Quotient  aus  —  ist,  und  //,   der  von   7    divi- 

dirt  durch  den  liest,  /<^  der  \uu  diesem  Rest  dividii't  durcli  den 
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zweiten  Kost,  n.  s.  f.;  so  dass,  wenn  r,  ft,  t,  .  .  .   die  fraglichen 
Reste  sind,  man  oiliält: 

P  ---'  ,"  7  -i-  '•,     7  =  ."i  '■  +  •'? ,     r=  u,  s  ~{-  t,     .  .  ., 

MO    di'v    letzte    Rest   notliwendig    gleich  0   und   der   vorletzte 
gleich    1    sein    wird,    weil  p   nnd   q   relativ   prim   zu    einander 

sind.     Also  ist  II   der  ganzzahlige  iS'üherungswerth  von  — ,  u. 

i\vv  von       ,   «^  der  von  —  u.   s.  f.,    und    diese    Werthe    sind 
/•     '  "  s 

alle    kleiner   als   die   wirklichen,    ausgenommen  der  letzte  i.t(j^ 

der  genau    gleich   dem    entsprechenden  Kettenhruch  ist,   denn 

der  folgende  Rest  ist  gleich  0  vorausgesetzt. 

Da  nun  die  Zahlen  /^i,  /<,,  /<.,,  ■  ■  .  f-io  ebendieselben  sind, 

P 
die  für  den  Kettenbruch  den  Wertli    von  —    geben,   sowie  für 

7 

diejenigen,  die  den  Werth  von  VA  darstellen,    so   kann  man 

bis  zu  dem  Gliede  //^,    —^=yA  nehmen,  d.  h.  p^  —  Äq^  =  0, 

"      7  p 

Man  wird  also  zunächst  den  kleineren  Näherungswerth  von  — 

1 
suchen,  d.  h.  von  \A,  und  das  Avärd  der  Werth  von  /<  sein; 
alsdann  wird  man  in  p^  —  Aq^  =  0  statt  p  seinen  Werth 
uq-'f-r  einsetzen,  und  mau  erliält: 

(.«'-  —  A)q^-\-2  uqr  -f-  r'  =  0 , 

dann  sucjit  man  wiederum    den   kleineren  Nährungswertli  von 

— ,   d.  h.   der  positiven  Wurzel  der  Gleichung 

C«^-^l)(7)+2."f+l  =  0, 

und  man  wird  den  Werth  von   u^   haben. 

Man  wird  nun  fortfahren  in  der   transformirten  Gleichung 

[iL^  —  A)q^  +  2(.iqr  +  r"-  =  0  , 

an   Stelle    von    (/,    nr -\- s    zu    setzen;    dadurch    erhält    man 
eine  Gleichung,  deren  Wurzel  gleich  —  ist;      man    wird    den 
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kleineren  Näheruugswerth  dieser  Wurzel  nehmen  und  //,  er- 
halten.    Dann  substituirt  man  {.i^s  +  i  statt  r,  u.  s.  f. 

Angenommen  nun,  t  sei  der  letzte  Rest,  der  also  gleich  0 
sein  muss ;  es  wird  dann  .s  der  vorletzte  sein,  gleich  1 ;  wenn 
also  die  in  .s-  und  t  Transformirte  der  Form  ]r  —  A(f  gleich 

Ps-  +  Qst-\-  Rt^ 

ist,  so  muss  diese  durch  ^  =  0  und  s  ^=  1  gleich  1  werden,  wenn 
die  vorgelegte  Gleichung |)-  —  Aq^  soll  bestehen  können;  folg- 
lich muss  P  =  1  sein.  Also  müssen  die  Operationen  und  Trans- 
formationen fortgesetzt  werden,  ))is  man  eine  Transformirte  er- 
reicht, wo  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  gleich  1  ist;  alsdann 
setzt  man  in  dieser  Formel  die  erste  der  beiden  Unbekannten, 
Avie  r,  gleich  1  und  die  zweite,  wie  s,  gleich  ü;  und  steigt 
man  rückwärts  vor,  so  erh<ält  man  die  passenden  Werthe  von 
p  und  q. 

Man  könnte  auch  mit  der  Gleichung  7)-  —  Aq'- =  1  selbst 
vorgehen,  Avenn  man  nur  absieht  vom  bekannten  Gliede  1 
und  folglich  auch  von  den  anderen  bekannten  Gliedern,  die 
sich  aus  diesem  ergeben  könnten  bei  Bestimmung  der  Käherungs- 

1)      q      V 
werthe  //,  /<,,  1.1^,...  von   — ,   — ,   —,...;    in    diesem  Falle 

\Aard  man  bei  jeder  neuen  Transformation  nachsehen,  ob  die 
transformirte  Gleichung  bestehen  könne,  wenn  man  die  eine 
Unbekannte  gleich  0  und  die  andere  gleich  1  setzt;  ist  man 
bis  zu  einer  solchen  Transformirten  gelangt,  so  ist  die  Ope- 
ration vollendet  und  man  braucht  nur  seinen  Weg  zurück 
zu  verfolgen,  um  die  gesucliten  Werthe  von  ])  und  q  zu  er- 
halten. 

So  sind  wir  denn  auf  die  Methode  des  VIL  Kapitels 
herausgekommen.  Um  diese  Methode  an  und  für  sich  zu 
prüfen,  unabhängig  von  den  Principien,  aus  denen  wir  sie 
hergeleitet  haben,  dürfte  es  gleichgültig  erscheinen,  ob  die 
kleinereu  oder  die  grösseren  Näherungswerthe  von  t/,  «,,  u^.  .  .  . 
genommen  werden,  wenn  nur  die  Werthe  von  r,  s^  f,  .  .  . 
immer  inelir  bis  ISull  a1)nehmen  (No.  6). 

Auch  bemerkt  Wallis  ausdrücklich,  man  dürfe  nach  be- 
lieben die  grösseren  oder  die  kleineren  Näherungswerthe  für 
die  Zahlen  ,</ ,  ,it, ,  ^i^,  .  .  anwenden ,  ja  er  schlägt  sogar 
dieses  Älittel  vor,  um  zuweilen  die  Rechnung  abzukürzen;  und 
Eulcr  beuierkt  dasselbe  in  Ko.  Iü2  tt".  des  augeführteu  Kapitels; 
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iudesseu  will  ich  an  einom  lU'ispiel  zeigen,  dass  mau  hei 
solch  einem  Verfahren  (iefahr  läuft,  niemals  die  Lösung  der 
vorgelegten  Gleichung  zu  finden. 

>*ehmen  wir  das  Beispiel   10  i    ehen  jenes  Kapitels,  wo  es 
fiich  darum  handelt,  eine  Gleichung  von  der  Form 

p'-  =  67'-  +  1 ,  oder  2J^—Qq^'  =  i 


zu   lösen.     Man    hat   also  j^'^y^Q'  +  1  ^^ß*lj  bei  Vernach- 

lässigung  des  constanten  Gliedes  1,  i?  =^  yVö  ;  also  —  =y6  >  2 

und  <^  3 ;  nehmen  wir  die  untere  Grenze  und  setzen  f.i  =  2, 
und  dann  p  ^=2q  -\-  r\  substituirt  man  dieses,  so  kommt 

—  25*  +  42r  +  ?-*=  1; 
also: 


1= ^ , 

oder,  indem  uian  den  constanten  Werth  —  2  fortlässt, 

2r  +  ryö                    q       2+yö 
q  ^= ,  woraus   —  = ~ >  2  und  <;  3. 

Nehmen    wir    Aviederum    die    untere   Grenze    und   machen 
7  =  2?-  +  '*',  so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in: 

r*  — 4r.s  — 25^.-=  1, 

woraus  zunächst  erhellt,  dass  man  s  =  0  und  r  =  l  annehmen 
kann ;  also  kommt  q  -~  2  ,  jj  =  b. 

Jetzt  nehmen  wir  die  erste  Transformirte  wieder  vor: 

—  25^  +  4gr-f  r^=  1, 

aus  der  wir  gesehen   haben,    dass  —   ^2  und  <^  3  sei,  uud 

statt  die  untere  Grenze  zu  nehmen,  nehmen  wir  den  oberen 
Werth,  d.  h.  wir  nehmen  (^  =  3  r  •+•  s  oder,  da  s  alsdann  negativ 
sein  muss,    q  =  3r — s;    man   erhält   folgende  Transformirte : 

—  5r^  -h  8rs  — 2.?^  =  1, 
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und  diese  ergiebt 


'  = -5 ' 

also,  indem  man  den  constanten  Werth  vernachlässigt: 

r= ,  und   —  = — S>  \    und  <"  2. 

0  '  s  5 

Nehmen     wir     nochmals    die    obere    Grenze    und    setzen 
r  =  2s- — t;  es  kommt: 

—  6s^  -4-  12st—öf  =  1; 
also 

6 1  4-  y  6?^^ 

s  = ; 

6 

folglich,  mit  Fortlassung  von  —  6 , 

s  = und  —  =  1  -j ~;>  1   und  <C  '-  ■ 

Nimmt    man    weiter    stets    die    obere    Grenze,    und   macht 
s  =  2t — «,   so  kommt: 

—  5^*  +  i2tu—Qu-=  1; 
also 


6z*  +  )/6w*  — 5 

^~  5  ' 

initliin  : 

t      q^Vq 

—  = ^  l   und  <    2. 

Machen  wir  ebenso  t=^2u  —  x;  so  kommt: 

—  2w*  +  8ux~-bx-  =  1; 

also,  u.  s.  f. 

Nimmt  man  so  immer  weiter  die  oberen  Grenzen,  so  wird 
man  niemals  eine  Transformirte  erhalten,  wo  der  Coefticient 
des  ersten  Gliedes  gleich  l  ist,  was  doch  geschehen  müsste, 
wenn  man  eine  L()snug  der  vor^elesten  Gleichuus  linden  wollte. 


Algebraische  Functionen  höherer  Grade.  153 

Dasselbe  wird  nothwendig  allemal  eintreten,  wenn  mau 
zuerst  eine  untere  und  darauf  stets  die  oberen  Grenzen  nimmt; 
den  Grund  dafür  kann  ich  a  priori  angeben;  da  :iber  der 
Leser  ihn  leicht  riuden  wird  auf  Grund  der  Principien  unserer 
Theorie,  will  ich  mich  dabei  niclit  auflialten.  Für  jetzt  be- 
gnüge ich  mich,  dargethan  zu  haben,  dass  diese  Art  von 
Aufgaben  strenger  und  tiefer  als  bisher  zu  beliandeln  ist. 


i?  IX.    Ueber  die  Art,    algebraische   Functionen   aller  Grade    zu 
finden,  die,  mit  einander  multiplicirt,  stets  ähnliche  Functionen 

erzeugen. 

(Zusatz  zum  XI.  und  XII.  Kapitel.) 

87.  Ich  glaube  gleichzeitig  mit  Eukr  den  Gedanken  ent- 
wickelt zu  haben,  die  irrationalen  und  selbst  die  imaginären 
Factoren  in  den  Formen  zweiten  Grades  zu  benutzen  zur  Auf- 
suchung der  Bedingungen,  die  diese  Formen  zu  Quadraten 
oder  beliebigen  Potenzen  machen;  ich  habe  darüber  in  der 
Akademie  iiu  Jahre  17()S  eine  Abhandlung  verlesen,  die 
ich  aber  im  Auszug  mitgetheilt  habe  in  meinen  Recherches  sur 
Irs  Problemen  indetermine.s ,  die  sich  in  dem  Bande  des  Jahres 
17Ü7*)  befinden,  welcher  Band  1769  erschien,  selbst  vorder 
deutschen  Ausgabe  von  Eulers  Algebra. 

An  der  eben  erwähnten  Stelle  habe  ich  gezeigt,  wie  man 
die  Methode  auf  höhere  Formen  als  vom  zweiten  Grade  aus- 
dehnen könne;  ich  liabe  auf  diesem  Wege  die  Lösung  einiger 
Gleichungen  gegeben,  mit  denen  es  wohl  sehr  schAver  gewesen 
wäre,  auf  anderem  Wege  zurecht  zu  kommen.  Jetzt  Avill  ich 
diese  Methode  noch  verallgemeinern,  denn  sie  verdient  die 
Aufmerksamkeit  der  Geometer  ganz  besonders  wegen  ihrer 
Neuheit  und  Eigentliümlichkeit. 

88.  Es  seien  a  und  /i  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  zweiten 
Grades : 

s^-  —  as^b  =  0, 

und  Avir  betrachten  das  Product  der  beiden  Factoren 

[x  -\-ay){x  +  ßy), 


*)  (Euvres  de  Lagrunge,  t.  II,  p.  377  und  655. 
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welches  nothweudig  reell  sein  Avird;  dieses  Product  ist  gleich: 

x'^  -\-  [a  -{-  ß)  xjj  -f-  ctßy^ ; 

mm  ist  aber  a  -{-  ß  =  a,  imd  uß=^b  wegen  der  Gleichung 
s"^  —  as  -\-  b  =  0\  man  hat  also  folgende  Formel  zweiten 
Grades 

x'^  -\~axy  +  &?/% 

die  aus  zwei  Factoren  besteht: 

X  -j-  cnj  und  x  -\~  ßy . 

Jetzt  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  man  eiue  ähnliche  Formel 
hat: 

x\-{-ax^y^  -\-by\, 

und  man  beide  mit  einander  multipliciren  wollte,  es  gentigen 
mtisste,  die  beiden  Factoren  x~{-ay,  x^-\-c(y^  und  die 
beiden  x  -]-  ßy,  x^  +  ßy^  mit  einander,  und  dann  die  beiden 
Producte  mit  einander  zu  multipliciren.  Nun  ist  das  Product 
von  X  -|-  ay  und  x^  +  ay^  gleich: 

xx^  +  «(;r/y,  +yx^]-\-  cryy^ ; 

da  aber  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 

s^  —as  +  b  =  0 
ist,  so  hat  man 

a*  —  aa  -]-  b  =  0:  folglich  a*  =  au  —  b\ 

substituirt  man  nun  diesen  Werth  von  er  in  die  vorstehende 
Formel,  so  kommt: 

xx^  —  byy^  +  a[xy^  +  yx^  +  ayy^), 

so  dass,  wenn  mau  zur  Vereinfachung  einführt: 

X^xx^—byy^, 

das   Product   der   beiden    Factoren   x-{-aii,   .r,  +  «//,   gleich 

A'  -I-  a  Y 
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wird,  uiul  mitliin  vuu  ilerselbi'ii  Fuiin ,  wie  ein  jeder  der 
F:ictoren.  Man  lindet  ebenso,  dass  das  rroduet  von  x-\-ßij, 
j\  +  /rf/y,  gleich 

X-{-iiY 

wird,   lind  das  gesammte  Product  winl  iiiiniuelir: 

(A'  +  a  Y)  (X  +  ß  Y) ,  d.  h.  X^  +  aX  Y  +  h  Y-. 

Dies  ist  das  Product  der  beiden  älinlichen  Formen 

X-  -\-  ax  y  -\-  Inf'  ^ 
x\-\-ax^ij^^hy\. 

Wollte  man  das  Product  dreier  ähnlicher   Formen  haben: 

x^  -\-  ax  y  -f-  /r?/-, 

x\  -\-  ax^y.^-^-  byl, 
so  l)rauchte  man  nur  das  Product  der  Formel 

X^  +  aXY-i-  bY^ 

mit  -i'l-^  ri.r^y^  -\-  byl  zu  multipliciren,  und  macht  man 

Xj  =  Xx^  —  b  Yy^ , 

Y^  =  Xy^  +  Yx^  -f  aYy.„ 

so  wird  das  gesuchte  Product  gleich 

Xl  +  aX,Y,i-bYl 

Man   kann   ebenso    das  Product   von  vier  oder  mehr  ähn- 
lichen Formen  wüe 

x^  -f-  axy  -f-  by^ 

ftnden   und   diese   Producte   werden   stets   die   nämliche  Form 
haben. 

89.   Macht  man   x^  ^=  x  und  y^  =  y  so  kommt: 

X=^  x"-  —  hy- ,     Y=^  2  xy  +  '^'/'  > 
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lind  mitliin: 

(x'-  +  axy  +  hy^Y  =  ^^  +  ciXY-\~  h  YK 

Will  man  also  die  rationalen  Werthe  von  X  und  Y  finden, 
die  die  Form 

X^  +  aXY^hY'- 

zu  einem  Quadrat  machen,  so  brauclit  man  nur  A'  und  1'  die 
vorstellenden  Werthe  zu  geben  und  man  erhält  als  Wurzel 
des  Quadrats  den  Ausdruck 

x^  +  axy  +  /'>//, 

wo  X  und  y  zwei  Unbestimmte  sind. 

Macht  man  nun  noch  x^^=^  x^  =  a;  und  y^  =  y^  =  y,  so 
kommt: 

X^  =  Xx  — ■  b  Yy ,     Y^  =  Xy  -f-  Yx  +  a  Yy , 

d.  h.  wenn  man  die  vorstehenden  Werthe  von  A  und  Y  sub- 
stituirt, 

A,  =^  a;^  —  'ihxy^  —  aby'^ , 

r,  =  Sx-?/  +  '6  axy-  +  (a-  —  b)y^\ 

also : 

(.^^  +  axy  +  by'Y  =  A;  +  aX^  Y,  +  hY\. 

Will  mau  also  die  rationalen  Werthe  von  x  und  //  finden, 
die  die  Form 

Af  +  aA,r, +  &r- 

zu  einem  Cnl)us  machen,  so  braucht  man  nur  A,  und  Y^ 
die  vorstehenden  AVerthe  zu  ertheilen  und  dadurch  erhält 
man  einen  Cubus,   dessen  Wurzel  gleich 

X-  +  axy  +  by"- 

ist,  wo  X  und  y  zwei  Unbestimmte  sind. 

In  ähnlicher  Weise  könnte  man  die  Probleme  lösen,  wo 
es  sich  darum  handelt,  vierte,  fünfte,  .  .  .  Potenzen  hervor- 
zubringen; aber  man  kann  auch  unmittelbar  allgemeine  For- 
meln für  eine  beliebige  Potenz  von  m  aufstellen,  ohne  dass 
man  die  vorangehenden  niederen  Potenzen  zu  beachten  brauchte. 
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Es   seien   also    die   rationalen   Werthe   von  X  und    Y  g:e- 
fordcrt,  sodass  die  Form 

X-  +  aXY-{-  h  r- 

einc   tii-U^  Potenz  werde,   d.  h.   es  gilt,   die  riloicluma; 

X-  +  nXY-\-hY^  =  Z"' 

zu  ir>sen.  Da  die  Grösse  X-  -\-  aXY -\-  bY'  aus  dem  Product 
der  beiden  Factoren  X+«^iind  X~\-ßY  gebildet  ist,  so 
muss ,  damit  diese  Grösse  eine  Potenz  ni-ten  Grades  Averde, 
ein  jeder  der  beiden  Factoren  gleichfalls  eine  solche  Potenz 
werden. 

Machen  Anv  also  znnäclist 

X  +■  c(Y=  (x  f  a>j)"\ 

und  entwickeln  diese  Potenz  nach  dem  Tlieorem  von  Neivfou: 


x'"-'>fc('-{- 


2.3 

D;i   nun    a    eine  Wurzel    der   Gleichung 

s'  —  as  -\-  b  =  0 

ist,   so   hat  man   nudi 

a-  —  a a  -f-  /^  =  0 , 
also 

a^  =  aa  —  b,  a^  =  aa"^  —  ba  ■=  [a'^  —  b)(c  —  ab, 

a'  =  [rt"-  —  b)a-  —  aba  =  {a^  —  2ab)a  —  aV)  -f  /r, 

u.  s.  f.  Man  brauclit  also  nnr  diese  Werthe  in  die  vorher- 
gehende Formel  einzusetzen  und  sie  wird  dadurch  ans  zwei 
Theilen  zusammengesetzt  erscheinen;  den  einen,  rationalen, 
wird  man  mit  X  vergleichen,  den  anderen,  mit  der  Wurzel  a 
multiplicirten,  mit  aY. 

Setzt  man  zur  Abkürzung;: 
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A^  =  a,  i?,  =  b, 

Ay  =  aA^  —  hA^ ,  B.^  =  aZ?,  -  -hB^, 

A^  =  aA.j — bA^,  B^^=aB^  —  bB^^ 

A.=^aA^—bA.^,  B.=aB,^-bB.^, 


1 } 


so  kommt: 

a  =  A^a  —  i?| 

a^  ^^=  A^a  —  B^, 

a'  =  A,a  —  B,, 

« »  =  A^  a  —  i?4 , 


Substituirt  man  diese  Werthe  und  vergleicht,  so  erhält  man: 

X  =  x"'~mx'''-'yB^  _m(m— 1) ^,„-2^2^^ 

mim  —  1)  (m  —  2)    ,„    ,   ,  ^ 

2.3  ^3  j 

.»    .      ,        tniin  —  1)    ,.,„„, 
Y --=  mx'"- '  .V  J ,  -I ^ '  x"'-^y-A.^ 

mim  —  1)  im.  —  2)    „,    ,   , 
+  — y-^ ^^'"'  '/yM;,  +  -  •  •  • 

Da  die  Wuzel  «  nicht   in    den  Ausdrücken   für  A'  und    )' 
Aorkommt,   so  ist,  weil 

X  4-  aY=^{x-\-  cnjY", 
auch 

X  +  /n'=(:r +  ,>'//)'"; 

multiplicirt  mau   also    die    beiden    Gleicliunsreu    mit    einander, 
so  kommt: 

X^  +  aXY+  bY-  =  [x^-  4-  axy  +  /*//-)'», 

toli!:li('li : 

Z  =  x"-  -\-  ax//  -\-  bi/'-. 

Also  ist  das  Problem  gelöst. 
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Wenn   o  =  0  ist,    so  \verilen    dio  Formeln   viel  einfacher; 
denn   man   liat  dann: 

J,  =  1,    .l,  =  o,     -l3  =  --^    ^'..-0,    J5--/A 

nnd  ebenso: 

7?,=  0,  B,  =  h,  i?3=0,  D,  =  ^h\  B,-^0,  B,  =  h\  ...; 

also : 

tn[m —  1)    „,_,  „, 


2.3.4.5 

und  diese  Werthe  werden  der  Gleichung 

X^  -{-  bY'  =  {x"  -\-  hff' 
genügen. 

!)0.  Gehen  wir  nun  zu  den  Formen  von  drei  Dimensionen 
über;  es  seien  a,  ß,  y,  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  dritten 
Grades 

s'  ■ —  as'^  -f-  bas  —  c  =  0 , 

und  betrachten  wir  das  Product  der  drei  Factoren: 

(a;  +  a//  +  a-;t)  {x  +  ßu  +  ß^:^  [x  +  y/j  +  ;'vvj, 

welches  nothwendig  rational  sein  wird,  wie  sogleicli  erhellen 
soll.  Nach  ausgeführter  Multiplication  hat  man  das  folgende 
Product: 

x'-\-{a-\-ß-{-y)x'y  +  {a'-}~ß^+-y')x-z^{aß-]-ay-{-ßy)xy^ 
'  +  («V  +  «V  +  ß'cc  +  ß'y  +  r«  +  y'ß)  xyz 

4-  {a^ß^-\-aY-{-ßY)^^^+c'ßyy'+{^^ßy+ß^^y-^y^"ß)f^ 
+  («VV  +  «'/V  +  ßY^^)  V-'  +  «W-'; 
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aber  aus  der  Natur  der  Gleichung  schliesst  man,  dass 

ci-\-  ß  +  y  =  a,    aß-i-c(y-{-  ßy  =  b,    aßy^c; 

ferner  findet  man: 

a^  +  ß'  +  y'  =  {cc  +  ß  +  yf  —  2  {aß  +  ßy  +  ßy)=  a'  —  2b, 
a^-ß^  a^y-^lßa  -\-ß^y  +  y\c  +  y^ß  =  («  +  /?+  y)[aß+  ay-\-ßy) 

—  3aßy  =  ab  —  3c, 
a"-ß'+  cxY-  +  ßY  =  i^ß  +  «/  +  ßyT  -  2(a  +  /?  +  y)aßy 

=  h^—  2ac, 
a^ßy  +  ß^ay  +  y^aß  =  [a  +  ß -\- y]  aßy  =  ac, 
a^ß^y  +  aYß  +  ßY(^  =  {«/^  +  «/  +  ßy)  aßy  =  hc\ 

also  wird  das  fragliche  Product,  nach  Ausführung  der  Sub- 
stitutionen: 

x^  +  ax^y  -j-  [a^  ■ —  2&)a:;-Ä  +  hxy'^  -\-  [ah  —  2)c)xy% 
-\-  (6^  —  2ac]xz''  ■\  cy^  -\-  acy^z  +  hcyr^-  -\-  (? x?. 

Diese  Form  hat  die  Eigenschaft,  dass,  mag  man  beliebig  viele 
ähnliche  Formen  mit  einander  multipliciren,  das  Product  stets 
eine  ähnliche  Form  haben  wird. 

Man  verlange  etwa  das  Product  jener  Form  mit  dieser: 

^1  -f  (^AVk  -f-  K"  —  2h)x\%,  4-  hx^y\  +  [ah  —  3c)a;,?/,^j , 
+  (i-  —  1ac)x^x\  4-  cy\  4-  acy\x,^  +  hcy^ %\  +  C' A\ 

so  hat  man  offenbar  nur  das  Product  dieser  sechs  Factoren 
aufzusuchen: 

X  -Ar  ccy  +  «%       x  -{-  ßy  +  ß-x,      x  ^-  yy  +  /'-, 
^K+  «2/»+  «%,     ^.4-  ßy,+  ß^^'i,     a;,4-  yy^-\-  y'x^] 

man  multiplicire  nun  zunächst  x  -\-  ay  -f-  a'^x.  mit  x^  -\-  C(y^  4-  «*  ^  > 
und  man  erhält  dieses  Theilproduct: 

xx^  +  a[xy^-\-yx^)-\-a^{xx^-i-xx^-^yy^)-^a^{yx-\-xy^)  {-a*^  x^\ 

da  aber  «  eine  Wurzel  der  Gleichung 

6-^  —  as^  4"  ^*"  ■ —  ('  =  0 
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ist,  so  erhält  mau: 

«^  —  ijcr-^bu — c=0,      uiul    luitliin      a^  =  ««*  —  ha -{- c; 

also: 

((»  -^  aa^  —  ba^  -[-  c«  =  (a*  —  h]ir  —  [ab  —  c)u  -\-  nc, 
so  ilass,  yw'wu  man   dieses  einsetzt  iiiul  der  Kürze  wegen 

A'  =  xx^  -\-  c{>i-.,  +  zy,)  +  ac%%^, 

Y=  .T//,  -f-  .'/a;,  —  ö(?y-;,  +  >^/y,)  —  {^(l>  —  c)  -ä;,, 

Z  =  a;:;;,  -+-  ^x,  +  //?/,  -f-  '^(//-,  +  -jyj  +  («-  —  6)«s;, 

setzt,  das  fragliche  l'roduct  die  Form 

X-{-aY-\-a-Z 

amiimmt,  d.  h.  dieselbe  Form,  wie  ein  jeder  der  Factoreu  sie 
hatte.  Da  die  Wurzel  «  uieht  in  den  Werthen  von  X,  Y,  Z 
vorkommt,  so  bleiben  diese  Grössen  oftenbar  dieselben,  Avenn 
man   u  in  ^i  oder  in  ;'  abändert;  da  man  nun  schon 

[x  -f-  «//  +  «-;■.)  [x^  +  «i^i  +  u^-z^]  =^  X  -\-  iiY  -\-  a-  Z 

hat,  so  folgt  auch,  indem  man  ß  für  a  einführt, 

[x^ßy-{-ß°' z) (:r,  +  ßy,  +  ß'^ :., )  =  X  +  ßY -^- ß"- Z, 
ferner,  indem  man  a  in  y  verwandelt: 

{X  +  yy  +  r^)  K  +  yy,  + ;'%)  ^x-^yY+  fz- 

multiplicirt  man  also  die  drei  Gleichungen  mit  einander,  so 
hat  man  einerseits  das  Product  zweier  vorgelegter  FornuMi  und 
andererseits  die  Form: 

X''  +  nX-  r+  [er  —  2h)X-Z  +  hX  1  ■'  +  [ab  —  3c) ATZ 
4-  (/>^  —  -lac)  XZß  +  er-"*  +  ncY^  Z  +  ^^cTZ'^  +  c'Z'', 

und  diese  ist  gleich  dem  verlangten  Product  und,  wie  mau 
sieht,  von  derselben  Form,  wie  eine  jede  derjenigen,  aus 
denen  sie  hervorgegangen. 

Ostwald's  Klassiker.    KW.  11 
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Hätte  man  eine  di'itte  Form  wie  diese: 

xl  +  axly^  4-  («"  —  2b]xlz^  +  bx^yl  +  {ab  —  3c)x^ij^z^ 
+  (&^  —  2ac)x^%l  +  cyl  +  aci/l-r,  +  ic.Vj^^r;  +  cV^, 

lind  man  wollte  ein  Product  aus  dieser  und   den  beiden  vor- 
liergeliendcn  haben,  so  brauchte  man  offenbar  nur 

A^i  =  Xx^  -f-  c'Yz.^  +  Z?/J  +  acZz^, 

r,  =  Xy,  +  Tx,  —  /;  ( l\  +  %J  —  [ab  —  c)  Z^, , 

Z,  =  Xz,  +  Zx,  +  !>.,  +  a  ( Yx,  +  ^//J  +  («'—  h]  Zz, 

zu  setzen,   und  man  erhielte  das  verlangte  Product: 

X^  +  rtXp;  +  fr/-  —  2h]X^Z^  +  />X,  rf  +  {ab—3c)X,  Y,Z, 
+  (//-—  2ac]  X,  Z'-  +  crj  +  acYlZ,  +  icF,  Zf  +  r;--Z^ 

91.  Setzen  wir  jetzt  x^  =  a:,  y/,  =  //,  z^  =  ;i;,  so  haben  wir: 

X=  x}  -\-  2cyz  -\-  acz' ^ 

r=  2xy  —  2byz  —  [ab  —  c)^^, 

Z  =  2xz  +  y-  +  2a2/:^  +  {«'  —  b)z-, 

lind  diese  Werthe  werden  der  Gleichung 

X''+  r,X'r+  iXr'+  cY^-f-  (rr— 2&)X'Z-f  (ai— 3c)xrz 
4-  rtcT'Z  -f-  (i'  —  2r/c)XZ'  +  bc  YZ'  +  e-Z'=V- 

genügen,  wenn  man 

F=  x^  -f-  «./■■/;  +  bxy'  -\-  cy'^  -\-  [a'  —  2b)x'z 

-}- (ab — 'ic]xyz-{-acy^'z-\-[b^  —  2ac)xz'-\-bcyz-  j  c'z^ 

iiiniml;   man  hätte  also  z.  B.  eine  Gleichung  von   der  Form 

X'  +  «X"-  Y  +  ^x  r-  4-  c  Y'  =  v- 

zu   lösen,   wo   a,   b,   c   irgend   welche   gegebene   Grössen  be- 
deuten,   so   brauchte    mau    nur    Z=0    zu  setzen,  indem  mau 

2xz  +  y-  +  -layz  +  [a'  —  6)  i'  =  0, 
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iiKiflil,   woraus  man  «-rliält: 

?/"  +  2«//-'  -\-  {(i'  —  b)z' 
^  =  2~^       '  ' 

unti  .snlistitiilrt  man  diesen  Wertli  von  x  in  die  vorhevg;elien- 
dcn  Ansdrücke  von  A',  Y,  Z  und  F,  so  hat  man  sehr  allge- 
meine Werthe  dieser  Grössen,  die  der  vorgelegten  Gleichung 
genügen.  Diese  Lösung  verdient  wohl  bemerkt  zu  werden  wegen 
ilirer  Allgemeinheit  und  wogen  der  Alethode,  mittelst  welcher 
wir  zu  ihr  gelangt  sind;  es  ist  vielleicht  die  einzige,  die 
leicht  zum  Ziele  tulirt. 

Man  erhält  nun  ebenso  die  Lösung  der  Gleichung 

A'^;  +  ',X;  \\  +  (rr  —  2i) A?  Z,  +  /;A,  I7+  {ab  —  3c;) A,  Y,Z, 
+  (/r  —  2 a c)  A',  Zf  -{-cY'i-{-ac Y']  Z,  +  h c Y^ Z'-\- c  Z\  ^  V\ 

Avcnn  man  in   den  obeustehendeu  Formen 

a-,  =  x\  =  X,    y^  =  Z/i  =  ?y )    "''i  =  ^^  =  :^ 
setzt  und  wenn  man 

V=  x'  -\-  ai^y  4-  [a^  —  2h)x^%  -f  hxy'  -\-  [ab  —  ^c)xyx 
+  (/>■  —  2ac)xz^  +  cy^  -\-  acy^z  +  hcy%^  -\-  c^%^ 

nimmt.  Man  könnte  auch  folgweise  die  Fälle  lösen,  wo  man 
statt  V'\  der  dritten  Potenz,  F*,  F",  .  .  .  hätte;  allein  wir 
wollen  diese  Fragen  ganz  allgemein  behandeln,  wie  wir  es 
vorhin  in  No.  90  gemacht  haben. 

92.  Es  soll  also  eine  Gleichung  von  folgender  Form  gelöst 
werden : 

A'  4-  a A'  Y  +  (a'  —  2 i)  A'  Z  +  bX  Y''  +  (a6  —  3 c)  A  YZ 
-}-{b-  —  2ac]X7/--^cY'  +  acY^Z-{-bcYZ^-\-c^-Z'=V»K 

Da  die  Grösse,  welche  das  erste  Glied  dieser  Gleichung 
bildet,  nichts  anderes  ist  als  das  Product  folgender  drei 
Factoren 

[X+ccY-hcrZ){X+ßY+ß'Z){X+yY^y'Z), 

so  hat  man,  um  diese  Grösse  gleich  einer  vi-ten  Potenz  werden 
zu    lassen,    offenbar    nur    nöthig,    einen   jeden    der  Factoren 

11* 
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gleich  einer  solchen  Potenz  zu  machen.     Es  sei  also 

so  entwickele  man  zunächst  die  m-te,  Potenz  von  x  -\-  aij  -[-  er;, 
nach  Neivtoji's  Theorem: 


x^'^-'ilj  +  azYa'-^..., 


2 

vi[m  —  1){ot  —  2) 


2.3 

oder  indem  man  die  verschiedenen  Potenzen  von  //  +  az  bil- 
det und  nach  Dimensionen  von  «  ordnet, 

x'"  +  mx'>'-hja  +  Twa;'»-'  z  +  ÜH!^Jj  .r"»-'-/-l  «" 

4-    m[m —  1  )x"^    -yz  -\ ^ ^ '-  x"^^y^  «  -|-  . . . . 

Da   man   aber  in    dieser   Form   nicht   deutlich   das  Gesetz 
der  Glieder  überschaut,  so  setzen  wir  allgemein: 

[x  +  ay  f  a-zf  =  P  +  F,  «  +  I\_cr  +  P^a'  +  P^cc'  ^  . . ., 

und  man  findet: 

P  =x"', 

p    -^'Zi^ 


a;    ' 

(w—  l)yP^  +  2w*2;P 
2^  ' 

■>u  —  2)//P,  4-(2w    -  1)^:P, 

{m  —  ^)yP,-\-{2m  —  2)zP, 
4  .r 


was  leicht  mit  Hülfe  der   DilVoroutialrochuuusr  zu  erweisen  ist. 
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l>:i  nuu   a  fiiK'   Wurzel   ilt-r  CiKMclmntr 

s'^  —  «6*  -\-  bs  —  r;  =  0 
ist,  so  hat  man 

«^  —  '/ a'  -\-  ha  —  r  =  Oj    woraus    « '  =  aa'  —  bu  +  c; 
also 

a*  ^  aa^  —  6«'  +  ra  =  [a'  —  b]a'  —  [ab  —  c)a  -f-  "^'c, 
a''  =  [a'  —  6)«'  —  (ab  —  c)c('  +  aca 

=  (n^  —  2ab  +  c]a'  —  [a'b  —  b'  —  ac)a  -f-  (a" — b]c, 

u.  s.  f. 

Setzt  man  nun  zur  Vereinfachung: 

^,  =  0, 
.4,  =  1, 

A,  =  a, 

A^  =  aA.^  —  bA^  -\-  cA^ , 
A.  =  ciA^  —  bA^  -\-  cAa , 
A,.  =  aA^  —  bA^  -\-  cA.f , 


5,  =  1, 
^,  =  u, 
B,=b, 

B,  =aB^~bB,_  -\-cB^, 
B^  =  aB^—bB^  -\-cB,, 
B^  =  aB.—bB^-{-cB^, 
1 

C,=  i, 
C\  =  c, 

C,  =  aC,—bC,-{-cC,, 
C^  =  aC,—bC,+ca, 
C,  =  aC\  —  bC,-\-cC,, 
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so  kommt: 

a  ^=  A^a^  —  B^u  -[-  fJ^^ 
a'^  =  A^ a'  —  B^a  -\-  C^, 
a^  =  A^a"  —  B^a  +  C^, 
a*  =  A^a-  ~  B^a  +  C^, 


Substituirt  man  diese  Wertlie  in  den  Aiisdnick 

so  wird  er  aus  drei  Theilen  bestehen;  der  eine  ist  ganz  rational, 
der  zweite  ist  mit  a  multiplicirt,  der  dritte  mit  a^;  man  hat 
also  nur  den  ersten  mit  X  zu  vergleichen,  den  zweiten  mit 
aY  und  den  dritten  mit  u^Z  und  auf  diese  Weise  erhält  man: 

A'  =  p  +  p,  c;  -^ i\ (j, ^i>^c,  +  p,c,  +  ..., 

Y=-P,B,-P,B,-P,B,-P,B,-..., 
Z  =  P,^,  +  P,.4,  +  P,A,  -^  P^A,  +  .  .  .  . 

Diese  Werthe  werden  also  der  Gleichung 

A'  +  ß  r  +  a^Z  =  [x  +  ay  +  a'x.f 

genügen;  und  da  die  Wurzel  a  nicht  speciell  in  die  Aus- 
drücke für  A,  Y  und  Z  eingeht,  so  kann  man  offenbar  a  in  ß 
oder  in  y  verändern,  also  hat  man  auch: 

X  +  ßY-^ß^Z=[x  +  ßy  +  ß'^", 
X  -i-  yY-]-  y^Z=  (x  4-  yy  +  yVA»'. 

Multiplicirt  man  nun  diese  drei  Gleichungen  mit  einander, 
so  erhellt,  dass  das  erste  Glied  mit  dem  ersten  Gliede  der 
vorgelegten  Gleichung  identisch  ist  und  das  zweite  Glied 
gleich  einer  «?-ten  Potenz,   deren  Basis    V  sei.   und  man  hat: 

F=  x^  4-  ax^y  -\-  [a*  —  2b]x'!\  -\-  hxy'  -\-  [ab  —  3c)xyx, 
-\-  [b' —  2aG)xz^'  +  cy^  -\-  acy'  \,  -\-  bcy  ;•'+  c' x'^. 

Also  findet  man  die  verlangten  Werthe  von  X.  Y,  Z  und 
Vj  welche  drei  Unbestimmte  enthalten. 
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!t3.  WoUtf  iiuni  Foniu'ii  vierter  Dimension  mit  denselben 
Ei£:en.seh:«ften  liiulon,  wie  diejenigen,  die  soeben  cntwnckelt 
>vur(len,  so  niüsste  man  das  Product  von  vier  Factoren  be- 
trachten von  dieser  Form 

^  4-  «//  +  «'-■  +  ""Vj 

und  annehmen,  «,  ß^  y,  ö  seien  Wurzeln  einer  Gleichung 
vierten  Grades: 

man  liätte  auf  diese  Weise: 

a -\- li -]- y -\- d  =  a, 

aß  +  «/  +  "^  +  ßy  +  ß^  +  ;^<^  =  ^>, 

ccßy  +  a/?(5  +  ayö  +  /:^/(5  =  c, 
aßyö  =  fZ, 

und  liierdureli  kTinnte  man  alle  Coefficienten  der  verschiedenen 
Glieder  des  fraglichen  Productes  bestimmen,  ohne  Kenntniss 
der  Wurzeln  «,  ß,  y,  d;  da  hierzu  aber  verschiedene  Ke- 
ductionen  nöthig  Averden,  die  nicht  so  ganz  leicht  darzustellen 
sind,  so  kann  man  bequemer  folgendermaassen  verfahren. 
Es  sei  im  Allgemeinen 

und  da  n  durch   die  Gleichung 

.s«  —  as'-'  +  hs^  —  CS-  +  ^/  =  0 

bestimmt  ist,  so  eliminire  man  .s  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
nach  l)ekannten  Regeln,  und  ordne  die  resultirende  Gleichung 
nach  der  Unbekannten  ^,  so  wird  sie  den  vierten  Grad  er- 
reichen und  in  der  Form 

o4  —  Nq''  -h  Pq^  —Qq-\-R=0 

erhalten  werden  kfinnen. 
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Diese  Gleichung  erreicht  aber  in  Bezug  auf  q  den  vierten 
Grad  nur,  weil  s  die  vier  Werthe  a,  ß,  y,  d,  und  mithin 
auch  Q  folgende  vier  Werthe  haben  kann : 

X  -\-  Uli  -\-  a'%  -\-  cr^t, 

X  +  ßll  +  ß'A.-^ß-'t, 

^  +  y2/  +  /-4-y'^ 

diese  sind  nichts  anderes  als  die  Factoren,  deren  Product 
man  haben  will;  weil  nun  das  letzte  Glied  R  das  Product 
aller  vier  Wurzeln  oder  Werthe  von  o  sein  muss,  so  wird  eben 
dieses  Glied  R  das  verlangte  Product  sein. 

Jetzt  aber  genug  über  diesen  Gegenstand,  den  wir  viel- 
leicht bei  einer  anderen  Gelegenheit  wieder  aufnehmen  können. 

Ich  schliesse  diese  »Zusätze«,  welche  die  Grenzen,  die 
ich  mir  gesteckt  habe,  nicht  weiter  fortzusetzen  gestatten; 
vielleicht  wird  man  sie  schon  gar  zu  lang  finden;  da  aber 
die  behandelten  Gegenstände  ziemlieh  neu  und  wenig  bekannt 
sind,  so  glaubte  ich  mehr  ins  Einzelne  gehen  zu  müssen,  da- 
mit die  dargestellten  Methoden  und  ihre  ver.schiedenartigen 
Anwendunsren  recht  deutlich  erscheinen. 


Anmorkungeu. 


Eulen  ^Vollstiiiidige  Anleitung  zur  Algeiira-  erschk-u  zum 
ersten  Male  im  Jahre  1770.  Sie  war  von  dem  damals  bereits 
erblindeten  Verfasser  einem  Geliülfen  in  die  Feder  dictirt,  und 
zeichnet  sich  ans  durch  Klarheit  und  Einfachheit  der  Darstel- 
lung, die  durchweg  dem  Verständnisse  eines  Anfängers  ange- 
l)as3t  ist.  l>as  Werk  hat  schnell  eine  ganz  ausserordentliche 
Verbreitung  gefunden.  Es  ist  in  zahlreichen  deutsclien  Aus- 
gaben, dann  aber  auch  in  Uebersetzungen  in  verschiedenen 
Sprachen  erschienen.  Von  besonderer  Bedeutung  ist  die  fran- 
ziisische,  die  seit  17S4  wiederholt  aufgelegt  wurde,  für  deren 
Zustandekommen  sich  noch  (V Alritihert  interessirt  hatte.  Diese 
französische  Uebersetzung  hat  eine  grosse  Bereicherung  erfahren 
in  den  »Additions«  von  La[/rnii(/e,  die  hier  in  deutscher  Ueber- 
setzung vorliegen.  Diese  Zusätze  beziehen  sich  auf  die  so- 
genannte unbestimmte  oder  diophantische  Aualysis,  welcher 
der  letzte  Theil  von  Eulers  Alge))ra  gewidmet  ist,  nämlich  auf 
solche  Aufgaben,  in  denen  die  Unbekannten  ans  Bedingungen 
gesucht  werden,  die  zu  ihrer  vollständigen  liestimmung  nicht 
ausreichen,  in  denen  aber  die  Unbekannten  noch  durch  die 
Forderung  beschränkt  sind,  rationale  oder  auch  ganze  Zahlen 
zu  sein. 

Dieser  Zweig  der  Analysis,  der  einen  wesentlichen  Theil 
der  Zahlentheorie  bildet,  hatte  gerade  in  jener  Zeit  durch  die 
Untersuchungen  von  Lagrange  sehr  bedeutende  Fortschritte 
gemacht. 

Der  grosse  Werth  dieser  Arbeit  von  LngraiKjr  liegt  aber 
nicht  sowohl  in  den  besonderen  Problemen,  die  im  Anschluss 
'an  Eiders  Algebra  behandelt  sind,  als  in  den  darin  ange- 
bahnten vollständig  neuen  Untersuchungen,  an  die  dann  später 
Dirichkt  angeknüpft  hat,  und  die  in  allerneuester  Zeit  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen  ihre  Stelle  gefunden  hal)en. 
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Von  grundlegender  Wichtigkeit  sind  in  dieser  Beziehung  der 
§  II  über  das  Minimum  algebraischer  Ausdrücke  und  die 
Untersuchungen  der  §  VII  und  VIII  über  die  Lösungen  der 
Pc//'schen  Gleichung  und  endlich  der  Schlussparagraph  IX  über 
die  in  lineare  Factoren  zerlegl)aren  Formen  von  mehreren 
Variablen,  und  lniheren  Graden.  Diese  berühmten  Entdeckungen 
sind,  wenn  auch  nicht  zum  ersten  Male,  so  doch  am  vollstän- 
digsten und  im  Zusammenhang  in  diesen  »Zusätzen«  dargestellt. 
Die  Stellen,  wo  die  betreffenden  Resultate  zuerst  aufgestellt 
sind,  hat  Lagrmige  selbst  im  Texte  angegeben. 

Die  Verallgemeinerungen  von  Diricfikt  sind  in  den  folgen- 
den Abhandlungen  zu  finden: 

»Sur  la  theorie  des  Nombres«,  Comptes  rendus  der  Pariser 
Akademie,  Bd.  X  (1840). 

»Einige   Resultate   von   Untersuchungen    über    eine    Classe 
homogener  Functionen   des   dritten   und   der   höheren  Grade. 
Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,    18  IL 

»Verallgemeinerung  eines  Satzes  aus  der  Lehre  von  den 
Kettenbrttchen  nebst  einigen  Anwendungen  auf  die  Theorie 
der  Zahlen«,  ebenda   1842. 

»Zur  Theorie  der  complexen  Einheiten«,  ebenda  184(j. 
(C.  Lejeujic,  Dirichhts  Werke,  Bd.  I.) 

Man  ^■ergleiche  auch  die  betreffenden  Abschnitte  in  Dirichkt- 
Dedekinih  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  besonders  die  §§  S3, 
141,    142,    182  der  vierten  Auflage. 

Bei  der  vollendeten  Klarheit  in  Lagrangcs  Darstellung  ist 
zu  erläuternden  Anmerkungen  kein  Anlass.  Einige  kleine  Un- 
genauigkeiten  im  französischen  Text  sind  in  dieser  deutschen 
Ausgabe  verbessert. 
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